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LOI NOI PAU

Giao trinh “Todn roi rac g dung trong Tin hoc va céng nghé Tiéu hoc” 14 tai
liéu giang day va hoc tdp danh cho giang vién va sinh vién chuyén nganh Tin hoc va
Cong nghé (Gido duc Tiéu hoc). Noi dung cua gido trinh bao gém nhitng kién thic co
ban va ung dung cua Logic toan, Dai s6 ménh de, Pai s6 quan hé, Li thuyét do thi va
thudt todn, Pai s6 Boole vao linh vuc Tin hoc vd cong nghé.

Pay 1a nhitng kién thic, phuong phap Toan rdi rac lam co s& va cong cu dé
sinh vién hoc tap va nghién ctu nhiing hoc phﬁn lién quan dén day hoc Tin hoc va
Céng nghé ¢ Tiéu hoc.

Vé muc tiéu phat trién tu duy, hoc phén “Toan roi rac ung dung trong Tin hoc
va cong nghé Tiéu hoc” gop phan gitip sinh vién bdi dudng tu duy toan hoc, dic biét 1a
twe duy logic va tw duy thong ké, xem xét, nhin nhan cac hién twong “roi rac, ngiu
nhién” trong thuc tién tr yéu cau phat hién va van dung cic quy luat chung mét cach
chinh x4c, chit ch& vé mat toan hoc; dong thoi co thoi quen va kha ning “roi rac héa
nhitng qud trinh lién tuc” dé hinh thanh ning luc van dung toan hoc - noi riéng 1 Todn
roi rac vao giai quyét nhirng van dé thuc tién thong qua dp dung kién thire, ngén ngir
hay cdc mé hinh todn hoc roi rac trong viéc phdn tich, mé td, giai quyét cdc bdi todn
thuee 16, xay dung cac ung dung thuc tién ... Qua do, sinh vién c6 diéu kién nhan thuc
va day hoc nhitng ndi dung chuyén mén vé Tin hoc va Coéng nghé thong tin.

Muc tiéu chinh cua gido trinh nham gitp cho sinh vién c6 hiéu biét, k§ ning
van dung cong cu Toan roi rac (kién thirc, ngdn ngit, mé hinh toan hoc) trong viéc
phan tich, mo ta, giai quyét mot sd bai toan cd ndi dung thyc té thuoc linh vuc Tin hoc
va cong nghé. Tu do6 gép phﬁn phuc vu muc tiéu dao tao giao vién Tiéu hoc chuyén
nganh Tin hoc cong nghé.

Gi4o trinh dugc bién soan gdm 04 chuong:

Chuong 1: Co so logic

Chuong 2: Quan hé

Chirong 3: Thudt todn va Iy thuyét do thi

Churong 4: Pai s6 Boole va ham Boole

Day 1a tai li¢u dugc bién soan theo chuong trinh va phuong phép dép ung yéu
cau d6i méi chuong trinh ndi dung gido duc dai hoc, do vay chic chin khong tranh
khoi nhitng thiéu sét nhat dinh. Chung t6i rit mong nhan duoc nhiing ¥ kién dong gop
chan thanh cta ban doc, dac bi¢t 1a doi ngli gidng vién, sinh vién cac truong Su pham,

gido vién ti€u hoc trong ca nudc.



CHUONG 1. CO SO LOGIC

1.1. Ménh dé va cac phép toin ménh dé
1.1.1. Khai ni¢m
Dinh nghia 1.1. M&i ciu phat biéu 1a ding hodc sai duoc goi 1a mét ménh dé.
Ménh d& ding duoc goi 1a ¢6 gi tri chan li dung (hay chén tri dung).
Ménh dé sai duoc goi la c6 chan tri sai.

Chan trj ciia ménh d& dang ki hiéu 1a 1.

Chan tri cia ménh dé sai ki hiéu 13 0.

Bang chan tri ctia ménh dé bao gdm céc truong hop ding, sai co thé xay ra cia
ménh dé do.

Vidu l.1. Cac khéng dinh sau 12 ménh dé:

1) Mon Toan rdi rac 1a mon bt budc cho nganh Su pham Tin hoc va Cong nghé

Tiéu hoc.
2)2+3=5
3) 3x4 =10.

4) Tam giac déu c6 ba canh bang nhau.

5) Ha Noi la thu d6 cia Viét Nam.

6) Washington D.C. la thu d6 ctua Canada.

Ta 6 2), 4), 5) 1a cac ménh dé dung. 3), 6) 1 cac ménh dé sai.

Nhu vay, mot ménh dé co thé 1a ménh dé ding hodc ménh dé sai. Hay noi cach
khac, mot ménh dé chi co thé lira chon mot trong hai gia trj 13 dung hodc 13 sai.

Mot ménh dé khong thé vira ding vira sai.

Vi dy 1.2. Xét cac cAu phét biéu sau:

1) Hom nay 1a thar may?

2) Mot sb thuc 4m khong phai 12 s6 chinh phuong.

J)rz+1=2

Hzr+y==z2

Ta thay 1) khong 1a ménh dé vi n6 chi 1a mot cau hoi khong co gia tri dung, sai.

2) c6 chan tri 1a ding néu xét trén tap hop s6 thuc nhung lai ¢6 chan tri sai khi xét
trén tap hop s phc.

3), 4) 1a ménh dé vi chiing khong ding ciing khong sai bdi cac bién trong nhing
cau do chua duoc gén cho mot gia tri cu thé nao.

Muc dich cua hoat dong khoa hoc la phan biét cac ménh dé dé xac dinh chan tri

cua nd. Su xac dinh chan tri nay dua vao thuc nghiém va li luan. Li luan & day la xac
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dinh chén tri cia ménh dé bang cach két hop cac ménh dé ma ta di biét chan tri. Cac
luat 1& ché ngu cach két hop mang tinh chinh xac cua phép toan dai sb. Vi thé, chung
ta can noi dén “Pai s6 ménh dé”.

1.1.2. Céc phép todn ménh dé

Trong phép toan ménh dé, ngudi ta khong quan tdm dén y nghia ciia ciu phat biéu
ma chi chuy dén chan tri ctia cac ménh dé. Do d6, khi thuc hién cac phép toan ménh

dé thong thudng ngudi ta chi ghi ki hiéu. Céc chit cai thuong dung dé ki hiéu ménh dé
lap, g 7,...

Co6 hai loai ménh dé: Ménh dé chi c6 mot gia tri don (luén dung hodc sai) dugc goi
12 ménh & nguyén thity hay so cdp. Vi du nhu “Hém nay trdi ning”, “5 1a s nguyén
t6” 1a cac ménh dé nguyén thuy.

Céac ménh dé khong phai 1a ménh dé nguyén thuy duoc goi 1a ménh dé phirc hop.
Thong thudng, tit ca ménh dé phuc hop 13 ménh dé lién két (c6 chira phép toan ménh
d8). Vi du nhu “Néu troi dep thi t6i di dao” 1a ménh dé phire hop.

Céc phép toan ménh dé dugce st dung nham muc dich két ndi cac ménh dé dé tao
ra ménh dé méi. Cac phép toan ménh dé dugc trinh bay trong chuong nay bao gom:

phép phii dinh, phép héi, phép tuyén, phép XOR, phép kéo theo, phép twong dirong.
a. Phép phu dinh: Cho p la mdt ménh dé, cau “khong phai 1a p” 14 mot ménh dé

dugc goi 1 phii dinh ciia ménh dé p. Ki hiéu: p hay —p.

Vidy 1.3. p = “2>0” thi p = P D
‘42 S 07,. 0
Quy tac: Néu p c6 gia tri 1a 1 thi phu 0 1
dinh p ¢6 gi4 tri 12 0, Bang 1.1. Gi4 tri chan li cia p

b. Phép héi: Cho hai ménh dé p, ¢. Cau xéac dinh “p va ¢” 12 mot ménh dé va duoc

goi1 1a hoi cua hai ménh dé pva q. Ki hiéu pAqQ.

Vi du 1.4. Cho hai ménh dé pva ¢: p=“2> P g | pArg
0” 1a ménh dé ding; ¢ = “2 = 0" la ménh dé sai. 1 1 1
Khi d6 p Ag =“2>0va2=0"1a ménh d sai. (1) (1) (0)

Quy tdc: Héi cua hai ménh dé chi dang khi 0 0 0
cad hai ménh dé la dung. Céc truong hop con lai Bang 1.2, Gia trj chan Ii
1a sai. cua pAgq




c. Phep tuyén: Cho hai ménh dé p, ¢. Cau xac dinh “p hodc ¢” 1a mot ménh dé va

duogc goi la tuyén ciia hai ménh dé p va q. Ki hiéu pVq.

Vi dy 1.5. Cho hai ménh dé pva ¢: p=“2> p q pVyq
0” 1a ménh d& ding; ¢= “2 = 0" 1a m¢nh dé sai. 1 1 !
N 1 0 1
Khid6 pVgqg =%“2>0“la ménh dé ding. 0 0 .
Quy tdc: Tuyén cia hai ménh d& chi sai khi 0 0 0
ca hai ménh dé 1a sai. Céc truong hop con lai 1a Bang 1.3. Gia trj chan [i
dang. cua pVyq
d. Phép XOR: Cho hai ménh dé p va ¢ p g | pag
Cau xac dinh “loai trir p hodc loai trir g7, 1 1 0
1 0 1
nghia 1a “hoac la P dung hodc @) dung nhung 0 . .
khong dong thoi ca hai 1a ding” 1a mot ménh 0 0 0
dé va dugc goi la p XOR ¢ Kihiéu p @ q. Bang 1.4. Gia tri chan li
cua pDgq

e. Phép kéo theo: Cho p va ¢ 1a hai ménh d&. Cau “Néu p thi ¢” 1a mot ménh dé va
duoc goi la ménh dé kéo theo cia hai ménh d@é p va q. Ki hiéu p = q, p dugc goi la

gia thiét va ¢ dugc goi 1a két luan.

Vi du 1.6. Cho hai ménh d p va ¢ p = “tam D q p=q
giac T 1a déu”; ¢ = “tam giac T c¢6 mot goc bang 1 1 1
. o ) \ , 1 0 0
60°”. B¢ xét chan tri cuia ménh dé p = ¢, ta co
A s 0 1 1
nhan xét sau:
A ; ~ \ .y N A v~ O 0 ]_
- Néu p dung, nghia la tam giac 7' 1a déu thi 1o — L
Bang 1.5. Gia tri chan li
rang rang p = ¢ la ding. cua p = q

- Néu p sai, nghia 1a tam giac T khong déu va ciing khong 13 can thi du ¢ 1a dang hay
sai thi ménh dé p = ¢ van dung.

Ouy tdc: Ménh dé kéo theo chi sai khi gia thiét dung va két luan sai. Cac truong
hop con lai 1a ding.



T ménh dé p = ¢, ching ta c6 thé tao ra cac ménh dé kéo theo khac nhu 1a

ménh d& p = ¢ va p = ¢. Hai ménh d& nay lin luot duoc goi 1a ménh dé dio, ménh
dé phan va ménh dé phan ddo ctia ménh dé p = q.

Vi du 1.7. Tim ménh dé dao, ménh dé phan va ménh dé phan dao cia ménh dé:
“Néu t6i c6 nhiéu tién thi toi mua xe hoi”.

Ménh dé dao 1a: “Néu toi mua xe hoi thi t6i 6 nhiéu tién”. Ménh dé phan 1a: “Néu
t6i khong c6 nhiéu tién thi t6i khong mua xe hoi”. Ménh dé phan dao 1a: “Néu toi
khong mua xe hoi thi t6i khong c6 nhiéu tién”.

£ Phép twong dwong: Cho p va ¢ la hai ménh dé. Cau xac dinh “p néu va chi néu

¢” 12 mot ménh dé va duoc goi 13 p rwong dwong . Ki hidu p < q.

Ménh dé twong dwong 1a ding khi p va ¢ c6

N A 4 Q P =q
cung chan tri.
poa=(p=a)r(e= ) S A
1 0 0
Doc 1a p néu va chi néu ¢. Ta c6 p la can va 0 1 0
du ddi voi ¢; Ta co thé néi “Néu p thi ¢ va 0 0 1
. Bang 1.5. Gia tri chan li cia
nguoc lai”.
p<=q

Quy tdc: Ménh & twong duong chi dang khi va chi khi p va q cing dung hoic
cung sai. Sai trong cac truong hop con lai

1.1.3. Phép toan trén bit

Trong may tinh dung céac bit dé biéu dién thong tin. Mot bit ¢ hai gia tri kha di 1a
0 va 1. Bit ciing c6 thé duoc dung dé biéu dién chan tri. Thudng nguoi ta dung bit 1 dé
biéu dién chén tri dung va bit 0 dé biéu dién chan tri sai. Cac phép toan trén bit trong
may tinh 1a cac phép toan logic. Thong tin thudng dugc bién dién bang cach dung cac
xau bit. Ta c6 dinh nghia xau bit nhu sau:

Dinh nghia 1.2. Xau bit (hodc xau nhi phan) 1a diy c6 mot hoic nhiéu bit. Chidu
dai ctia xau 1a s6 cac bit trong xau do.

Vi dy 1.8. Xau bit 101011000 c6 chiéu dai 1a 9.

C6 thé mé rong cac phép toan trén bit t6i cac xau bit. Ngudi ta dinh nghia cac OR
bit, AND bit va XOR bit di v6i hai xau bit c¢6 cung chiéu dai 1a cic xau c6 cac bit ciia

chung la OR, AND, XOR cua cac bit tuong ung trong hai xau tuong tng. Ching ta



cling dung cac ki hiéu V,A,& dé biéu dién cac phép tinh OR bit, AND va XOR
tuong Ung.

Vi du 1.9. Tim OR bit, AND bit va XOR bit d6i voi hai xau: 01101 10110 va
11000 11101.

Ta cé: ORbit: 11101 11111; AND bit: 01000 10100; XOR bit: 10101 01011.

1.2. Dang ménh dé

1.2.1. Dinh nghia

Trong Dai sb ta co cac biéu thirc dugc xay dung tir:

Céc s nguyén, hiru ti, thuc,... (ma ta goi 1 hang sd);

Céac bién 2, y, 2,... co thé 14y gia trj 13 cac hing s;

Céc phép toan thao tac trén hang s6 va bién s theo mot thir tu nhat dinh. Khi thay
thé cac bién trong biéu thirc dai sd boi hang sd thi két qua thyc hién cac phép toan
trong biéu thirc s& 1a mot hang s xac dinh.

Tuong tu trong phép toan ménh dé ta ciing c6 cac “biéu thirc logic” ma ta goi 1a
cac dang m¢nh dé duoc xay dyng tur:

Cac ménh dé (hﬁng ménh dé);

Céc bién ménh d p, g, ... co thé ldy gia tri 1a cic ménh dé nao do;

Dinh nghia 1.3. Dang ménh dé 1a biéu thuc logic duge xay dung tir cac hing
ménh d¢, cac bién ménh dé va cac phép toan ménh dé theo mot thir tr xac dinh.

Thir ty cac phép toan trong dang ménh dé dugc xac dinh boi cac diu ngodc “()” dé

chi rd phép toan thuc hién trén cap ménh dé nao.

Vidu 1.10. E(p, q, ) = (p Aq \/; = p0> 1a mot dang ménh dé trong @6 p, ¢, r1a
cac bién ménh dé con Py 1a mot héng ménh dé.

Gia st F, F'1a hai dang ménh d&, khi iy E,EAF,EVF = F va E < FIa cic

dang ménh dé. Bang cach nay ta xay dung duoc cac dang ménh dé phirc tap hon.

Pé xac dinh chan tri dang ménh dé E(p, q, r, ...) ta thay céc bién ménh dé p, ¢,
r,... boi gia tri cha 1i xac dinh 0, 1. Ttc 1a mdi dang ménh dé E(p, ¢, 7,...) c6 mot bang
chan tri xac dinh trong d6 mdi dong cho biét chan trj cua E(p, q, r,...) theo cac chan tri

cuthécuap, q 7,...
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Dinh nghia 1.4.

1) Mot dang ménh dé duoc goi la mot hc%ng dung néu no ludn léy chan tri 1.

i1) Mot dang ménh dé duoc goi 1a mdt hc%ng sai hay mau thudn néu no6 ludn ludn
liy chan tri 0.

Vi duy 1.11. Tim bang chan tri cua hai dang mé¢nh dé E :pv(Q/\r) va

F = (p Vv q) A1 theo cac bién ménh dé p, g, r.

P Q r qAaT E:pv(q/\r) pVq F:(pvq)/\r
0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0
0 1 1 1 1 1 1
1 0 0 0 1 1 0
1 0 1 0 1 1 1
1 1 0 0 1 1 0
1 1 1 1 1 1 1

Theo bang trén ta c¢6 hai dang ménh @& E = p v (q A r), F = (p Vv q) AT cO bang
chan tri khac nhau. Do do6 thir tu thuc hién cac phép tinh ménh dé 1a can thiét va quan
trong. Quy uoc: (;) AqQ = ; AqQ.

Dinh nghia 1.5. Hai dang ménh dé E va F duoc goi 1a twong dirong logic (ki hiéu

E < F) néu ching c6 cing bang chan tri.

Vi dy 1.12. Tim bang chan trj cta hai dang ménh dé p = ¢ va ; vV q

p q p P=4 | pvg
0 0 1 1 1
0 1 1 1 1
1 0 0 0 0
1 1 0 1 1
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Nhu vy hai dang ménh dé p = ¢ va ;v g c6 cung bang chan tri. Ta néi ching
tuong duong logic.

Nhén xét. Theo Pinh nghia 1.4 néu E va F tuong duong logic thi dang ménh dé
E< Flahang 1.
1.2.2. Mé¢nh dé twong dwong

Ménh @é 1.1. Hai dang ménh dé Eva Fla teong duong logic khi va chi khi K< F
la mot héng dang.

Dinh nghia 1.6. Dang ménh & F duoc goi 13 hé qua logic cia dang ménh dé& E
néu F = F1a hang dtng. Ta ciing n6i E c¢6 hé qua logic 14 F.

Nhan xét:

1) F tuong duong logic véi F khi va chi khi F'1a h¢ qud logic cua F va E'la hé qua
logic cua F.

ii) Trong phép toan ménh d¢, ta thuong khong phéan biét cac dang ménh dé tuong
duong logic.

1i1) Néu thay biéu thuc con F trong dang ménh dé E bai mot dang ménh dé tuong
duong logic thi dang ménh dé thu duoc twong duong logic voi E.

Vidy 1.13. Tacd E = p = (q = r) tuong duong logic v6i F = p = (év 1") Vi&
day ta di thay biéu thirc con ¢ = r boi dang ménh dé twong dwong logic 1a c_] V.

Chu y. bé “rit gon” mot dang ménh dé ta thuong thay mot biéu thic con boi mot
dang ménh dé twrong dwong nhung don gian hon.

Ngoai ra néu dang ménh dé Ep, q, r,...) 1a mot héng dang thi ta co thé thay p boi
mot dang ménh dé tuy y F(p’, ¢, r,...) ma dang m¢nh d& nhan duogc theo cac bién g,
Tyeots 0’y ¢, 7°,... VAN coOnN la mot hﬁng ding.

Vi du 1.14. 1) Ta c6 hang dung: E(p,q) = p = q < E\/q. Thay p boi r A s ta
dugc mot hang dung méi E(p,r,s) = (r A s) = q & W Vyq.

Bén canh d6 ta c6 mudi quy luat logic dugc phat biéu dudi dang cac twong duong

logic dé rit gon mot dang ménh dé cho trudc.
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Dinh li 1.1. (Quy luat logic): Véi p, ¢, r 13 cac bién ménh dé, 1 1a mot hang dung
va 0 1a mot hang sai, ta c6 cac twong dwong logic:

1) Phu dinh cua phu dinh: ; =p

i1) Quy tic De Morgan: m = ;v (_], m & ; /\é

iil) Luat giaohoan: pAq < qAp, pv g qvp

iv) Luat két hop: p/\(q/\r) < (p/\q)/\r, pv(qu)@(pvq)vr

v) Luét phan phbi:

p/\(qu)<:>(p/\q)v(p/\r), pV(qAT)@(qu)/\(p\/T)

vi) Luat liy dang: pAp < p, pvp < p

vii) Luat trung hda: pAl < p, pv 0 p

viii) Ludt vé phan tr bi: p Avp < 0, pv ; <1

ix) Luat thong tri: p A0 < 0, pvle1

X) Luéthépthu: p/\(p\/q)<:> P, pv(p/\q)<:> P

Chitng minh. Ta d& dang chirmg minh muoi quy ludt logic trén bang cach lap bang
chan tri hai vé cta twong duong logic (Bai tip).

Vi dy 1.15. Ching minh dang ménh dé sau 1a hang dung

a)E(r,s,t,u):(r:s)/\(r:>s):>(i\/u)}:>(i\/u> (1.1)

b) F(p.gr)=(prg)=rep=(¢=r1) (1.2)
Chitng minh: a) Bé ching minh dang ménh dé (1.1) 1a hang ding ta thay r= s boi
pva tvu boi g va ching minh dang ménh d& E(p,q) = p A[p = q| = ¢ l1a hing
dang. Ta co E(p,q)sz[p:Xq]:&qﬁp/\[EVq]:sq
<:>[(pM_9)\/(pAq)}=>q@[OV(pAq)]:‘q
s(prd=aepravas pvgvg

@E\/l@l.

b) Taco F(p,q,r)z(p/\q)ér@p/\q\/fr
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(:);\/;\/r(:);\/(;\/r)
<:>;v(q = 7’) & p:>(q = 7’) (dpcm)
Nhdn xét. Néu ta lién két véi dang ménh dé ( p = q) voi Iénh “If p then ¢” trong
mdt s6 ngdn ngit 1ap trinh nhu Pascal, Basic thi dang ménh dé ( PAqG= 7‘) s€ duoc
lién két véi 1énh “If ( p = q) then r con dang ménh dé p = (q = r) s& duoc lién két

v6i 1€nh If p then If g then r.
1.3. Quy tic suy dién

Trong chirg minh toan hoc, xuat phat tir mot s6 khang dinh dang Dys Dys-ees D, €01
1a tién d&, ta ap dung cac quy tic suy dién dé suy ra chan li cia mot khang dinh ¢ ma ta
goi 1a két luan. Noi cach khac, cac quy tic suy dién dugc ap dung dé suy ra q 1a hé qua
logic cua p A p, A...Ap . Tuc la dang ménh dé P AD, A AP —> qla mit héng
dung, trong d6 p,p,,..-,p,,q la cac dang ménh dé theo mot sb bién logic nao do.
Thudng thi cac bién logic khong xuit hién mot cach twdng minh ma duoc triru twong
hoa tir cac ménh dé nguyén thuy.

Vidy 1.17. Gid st ta ¢6 c4c tién dé:

D, Néu An hoc cham thi An dat diém cao mon Toan 1oi rac.

p,: Néu An khong di choi thi An hoc cham.

p,: An trugt mon Toan roi rac.

Ta mudn ding cac quy tic suy dién dé suy ra két luan sau 1a dung:

¢ : An hay di choi.

Mudn vy ta triru twong hoa ciac ménh dé nguyén thily “An hoc chim”, ”An hay di
choi”, ”An dat diém cao mon Toan rdi rac” thanh cac bién ménh dé p, ¢, » Nhu vay

céc tién dé bay gid tro thanh cac dang ménh dé

p=p=>r
p,=q=7p
p, =7

Ta phai ching minh dang ménh dé sau 1a mot hang dung:
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= q

(p:> T)/\(;:> p)/\\/r

Ta c6 thé kiém tra dé dang dang ménh d& trén 1a mot hang dung bang cach 1ap
bang chan trji. Tuy nhién, day khong phai 1a phuong phap t6t néu sb bién ménh dé 1on.
Mot phuong phap khéc 13 st dung cac quy tic suy dién dé chia bai toan thanh céac
budc nho, nghia 1 tir cc tién dé suy ra mot s6 két ludn trung gian trude khi tiép tuc ap
dung cac quy tic suy dién dé suy ra két luan.
1.3.1. Quy tic Modus Ponens

Quy tdc: Quy tic nay duoc thé hién boi hang ding

(p=q)Ap=q

Vi dy 1.18. Néu “Minh hoc cham” thi “Minh dat diém cao mon Toan rodi rac”, ma
“Minh hoc cham”. Suy ra “Minh dat diém cao mon Toan 101 rac”.

Quy tic Modus Ponens (Phuong phap khing dinh) thudong dwoc ap dung cing véi

quy tic thay thé dé don gian héa cac budc suy luan.

Vi du 1.19. Phép suy dién ((s vV 7“) = (2 A u)) A (s vV r> = (Z A u) c6 dugc bang
cach thay p boi (s v r) va q boi (Z A u)
1.3.2. Tam doan lugn

Quy tac: Quy tac nay dugc thé hién boi hang diung

[(p = q)/\(q:> 7")] = (p = 7’)

Vi du 1.20. ( p = q): Hai tam gidc vudng c6 canh huyén bang nhau va mot goc
nhon bang nhau thi ching c6 mot canh bang nhau kém gitra hai goc bang nhau.

(q = r): Hai tam giic c6 mot canh bang nhau kém giita hai goc bang nhau thi
ching bang nhau.

( p = r): Suy ra hai tam giic vudéng c6 canh huyén bang nhau va mot goc nhon

bang nhau thi chung bang nhau.
Vidu 1.21. Xét tam doan luan

( D= q) : Mot con ngya ré thi hiém
(¢ = r): Cai gi hiém thi dit

( p = 7’) : Suy ra mot con ngya ré thi dat
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Tam doan luan trén hoan toan hop logic. Tuy nhién két luAn mau thudn 1a do dwa
trén mot tién dé sai (1).

Vidyu 1.22. Xét vi du trong d6 sir dung ca hai quy tic trén

( p = ;) : Binh di choi thi Binh khong hoc Toan roi rac

(q = T’) : Binh khong hoc Toan roi rac thi Binh thi trugt mén Toén roi rac

p : Ma Binh thich di choi
r: Vay Binh trugt Toan roi rac.
Khi d6 ta co

fp=3)pirr=s

1.3.3. Quy tic Modus Tollens
Quy tac: Quy tac nay con goi la phuong phap phu dinh dugc thé hién boi hang dung
(p=a)na|=»
Vi dy 1.23. Xét phép suy dién
{{(p = r)Ar= s)}/\(tVE)/\(iVu)/\Z}iE
Ta c6 thé suy ludn nhu sau: ta thay céc tién dé (t v ;) Vé(g v u) bdi cac dang

ménh dé twong duong s = tva t = u. Khi d6

{[(PDT)/\(T:s)]/\(tv;)/\(Zvu)/\;}:;
<:>{[(p:r)/\(rzs)}/\(s:t)/\(t:u)/\;}:;

Quy tdc: Quy tic nay dugc thé hién boi hiang dung
[(p V) A p} =q

Y nghia ciia quy tic nay la khi c6 ding hai truong hop cé thé xay ra va mot trong
hai trurong hop sai thi truong hop con lai dang.
1.3.5. Quy tic méu thudn

Ouy tdc mau thuan (Chitng minh bang phan chirng)

Quy tdc: Ta c6 twong duong logic

[pl/\pQ/\.../\pn :>q]<:>[p1/\p2/\.../\pn/\q:>0}
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Do d6 néu ching minh dugc dang ménh dé & bén phai 1a mot hang dung thi dang
ménh dé ¢ bén trai cling 1a mot hang dung. Noi cach khac néu thém gia thiét phu ¢
vao cac tién dé cho trudc ma dan dén mot mau thuin thi ¢ 1a hé qua logic ciia cac tién

dé cho trudc.

Vi dy 1.24. Chimg minh suy dién sau bang phuong phap phan ching:

[(p:,T)A(;:q)A(q:s)}:(;:s)

Phu dinh cua két luan s& trong duong véi:

r=>8>TrVS=STAS

Nhu thé ta thém vao cac tién dé hai gia thiét phu r va s vatim cach chirng minh
suy luan sau la dung:
[(p:> r)/\(;:q)/\(q:s)}/\;/\EDO
Ta co
(;:M")/\(q:s):(;:s)c(;:s)/\;jgcp
Nén ( P = r) Ap=r. Vay r AT = 0. Vay theo phuong phap phan ching,

ching minh ban dau 1a dung.
1.3.6. Quy tic chitng minh theo truwong hop
Ouy tdc: Quy tic nay duoc thé hién boi hang ding sau:

|:(p37’)/\(q:>7’):|:>|:(pV(]):>’f’:|

Y nghia ciia quy tic nay 1a néu mot gia thiét c6 thé tach thanh hai truong hop p
dung hay ¢ dung va ta da ching minh dugc cho timg truong hop 1a két luan r dang,
khi 4y 7 cling dang trong ca hai trudng hop.

Vi du 1.25. Pé chimg minh rang f (n) =1’ +2n ludn ludn chia hét cho 3 ta viét
f (n) =n (n2 + 2) va lay n 1a mot s6 nguyén tiry y. Khi 4y c6 hai truong hop xay ra:

Néu n chia hét cho 3 thi hién nhién f (n) cling chia hét cho 3.

Néu n khong chia hét cho 3, thi ta viét n = 3k £1 voi mot s6 nguyén k nao d6. Ta

co n2+2=(3ki1)2+2:9k2i6k+3=3(3k2i2k+1)
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Suy ra f (n) = n(n2 + 2) cling chia hét cho 3. Nhu vay trong moi truong hop

f (n) chia hét cho 3.

1.4. Vi tir va lwgng tir
1.4.1. Vi tir
Trong todn hoc hay trong chuong trinh cua may tinh, chung ta thuong gép nhirng

cau c6 chira cac bién nhu: “z > 37, “z = y + 37, “o + y = 2”,... Cac cau nay khong
diung cling khong sai vi cac bién chua dugc gan cho nhiing gia tri xac dinh.

Dinh nghia 1.7. Mot vi tir 1a mét khéng dinh p(:v, y,) trong d6 c6 chira mdt $6
bién z, T léy gia tri trong nhitng tap hop A, B, ... cho trudce, sao cho:

- Ban than p(,y,...) khong phai 1a m¢nh dé.

- Néu thay z, v ,... béng nhitng gia tri cy thé thudc tap hop A, B,... cho trudc ta
duoc mot ménh dé p(x, y,...), nghia la khi d6 chan tri cua p(x, y,) hoan toan xac
dinh. Cac bién z, Y,... dugc goi la cac bién tu do cua vj tir.

Vi du 1.26. Céc cau c6 lién quan dén cac bién nhu: “z> 37, “z+ y = 5" chua xé4c

dinh dugc dung hay sai vi cac bién chua dugc cho nhiing gia tri xac dinh.
No6i cach khac, vi tir c6 thé xem 1la mot ham ménh dé€ c6 nhiéu bién hodc khong co

bién nao. N6 c6 thé ding hodc sai tuy thudc vao gia tri cua bién va 1ap luén cua vi tur.

Vidy 1.27. p(n) =“nla chin” la mot vi tir. Nhung, khi cho 7 1a mét s6 cu thé Ia
chin hay 1é ta duoc mot ménh dé:n=2:p (2) 12 ménh dé ding, n=5:p (5) la ménh
dé sai.

Vitlr p(n) c6 hai phan. Phan thi nhdt 1a bién n (Ia cht ngi cita cAu). Phén thir
hai “1a chin” (ciing duoc goi 13 vi tir) n6 cho biét tinh chat ma chu ngit c6 thé co.

Téng quat, nguoi ta noi p(n) la gié tri cia ham ménh dé p tai n. Mot khi bién n
duoc gén gia tri thi p (n) 12 mdt ménh deé.

Vi dy 1.28. Cho vi tir p(x) = “z>3”. X4c dinh chan trj cia p(4) Va p (2)

Gidgi: p(4) =*“4>3”1a m¢nh dé diing, p(2) =*2> 3" 1a ménh ¢ sai.
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Chu y: Ta c¢6 thé xem vi tir nhu 14 mot anh xa p, véi mdi phén tir 2 thudc tap hop
E ta dugc mot anh p(:z:) € {0,1}. Tap hop E nay duoc goi l1a khong gian cua vi tur.
Khong gian ndy s& chi o cdc gié trj kha di ctia bién z 1am cho p(z) tr thanh ménh dé

ding hodc sai.
1.4.2. Phép toan vi tir
Phép toan vi tir sir dung cac phép toan logic ménh dé va 13 suw mo rong ciia phép

toan ménh dé dé thé hién ro hon cac tri thirc.

Dinh nghia 1.8. Cho truéc céc vi tir p(z), q(z) theo mot z  A. Khi dé

i) Phu dinh ciia p (ki hiéu 12 p) 13 vi tir ma khi thay = bing phdn tir a ¢b dinh cua
A thi ta dwogc ménh dé W.

ii) Phép hoi cua p va ¢ (ki hiéu boi p A ¢) 1a vi tir ma khi thay z bang phan tir a cb
dinh cua A thi ta duoc ménh dé p (a) Aq (a).

iii) Phép tuyén ctia p va ¢ (ki hiéu béi p v ¢) 1a vi tir ma khi thay z bang phan tir a
c¢d dinh cua A thi ta dugc ménh dé p (a) VvV q (a).

iv) Phép kéo theo ciia p va ¢ (ki hiéu boi p = ¢) 1a vi tir ma khi thay z bang phan
tr a cd dinh cua A thi ta duoc ménh dé p (a) = q(a).

1.4.2. Cac luong tir

Gid sir p () 1a vi tir theo bién 2, khi d6 c6 3 truomg hop xéy ra

Truwong hop 1: Khi thay = bang phan tir tiy v a trong A ta duoc ménh dé dung
p(a).

Truong hop 2: V&i mot sb gia tri cia a trong A thi p (a) 1a ménh d& dang, mat sb
gid tri b trong A thi p (b) 1a ménh & sai.

Truwong hop 3: Khi thay  bang phan tir ty ¥ a trong A ta dugc ménh dé sai p (a) .
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Néu Truong hop 1 xay ra thi ménh dé& “véi moi ze A, p(z)” 1a ménh d& dang.

Ménh dé nay duoc ki hidu: “Vz € A, p(:r)”. Ménh dé nay 1a sai néu xay ra Trudng
hop 2 va Truong hop 3.
Mit khac néu Truong hop 1 hay Truong hop 2 xay ra thi ménh dé “ton tai ze A,

p(z)” 1a ménh dé ding. Ménh dé nay dugc ki hi¢u: “Jz € A, p(z)”. Ménh dé nay I
sai néu xay ra Truong hop 3.

Dinh nghia 1.9. Cic ménh d&& “Vz e A,p(:z:)” va “dx € A,p(:z:)” duoc goi la
lwgng tir héa cia vi tir p(z) boi luong tir véi moi (V) va luong tir tén tai (3).

Chii y: Trong cac ménh dé lugng tir hoa, bién z khong con 1a bién ti do nira. N6 da
bi budc bdi cac luong tu V, 3.

Theo nhan xét trén, phui dinh cua ménh dé “Vz e A, p(:p)” la ding néu xay ra

Trudng hop 2 va Truong hop 3 xay ra. Truong hop 3 ¢6 thé viét lai: khi thay z boi a

tuy vy thuoc A thi p(a) dung. Do d6 néu Truong hop 2 hay Truong hop 3 xay ra thi

ménh d& “3z e A,p(z)” 1a ménh d& ding Téc 1a phi dinh cia ménh dé

“Vr e A,p(a:)” la ménh d& “3ze A,p(:c) ” va phit dinh cua ménh d&
“Jr e A,p(x)” 1a ménh dé “Vz e A,p(:z:)” vi ca hai cing dung néu Truong hop 3
xay ra va cung sai néu Truong hop 1 hay Trudng hop 2 xay ra.

Xét vi tir theo hai bién p(z,y),2 € A,y € B. Khi d6 néu thay = bing mot phén tr
cd dinh a € Athi p (a, y) tr& thanh mot vi tir theo bién y € B nén ta ciing c¢6 thé luong
tir héa né theo bién y va duwoc hai ménh dé “Vy e B,p(a,y)” va “Jdy e B,p(a,y)”.
Bing cach niy ta dwoc hai vi tir theo mot bién ze A 1a “Vy e B,p(x,y)” va
“Jy e B,p(:z:,y)”. Néu luong tir hoa ta duoc bon ménh dé theo bién z trude, bién y

sau

Ve AVye B,p(:c,y)
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VreAdye B,p(z,y)
Jz e AVy e B,p(x,y)
3z € A, Fy € B,p(,y)
Va bdn ménh dé theo bién y trude, bién z sau.
Vye B VzeAp(ry)
Vye B3z e Ap(,y)
Jy € B,Vz € A,p(z,y)
JyeB, e A,p(x,y)
Dinh li 1.2. Néu p(z,y) 1a mot vi tir theo hai bién z, y thi cac ménh dé sau la ding:
i) [w e AVy e B,p(x,y)] N [Vy € B,Vz e A,p(a;,y)]
i) [3;5 eAdye B,p(x,yﬂ N [Hy e B3z e A,p(x,y)]
iii) [Elx e AVye B,p(a:,y)} N [vy e B3z € A,p(z,y)}
Chitng minh: i) Ta gia st ménh d& Vy e B,Vz € A, p(x,y)dl'mg, khi d6 thay z
bdi a tiy ¥ thudc A, thay y bdi b tly ¥ thude B ta duge ménh dé ding p(a,b) nén

ménh d&& Vy e B,p(a,y) cling dtng. Suy ra ménh dé Vz € A, Vy € B,p(x,y) ding.

Chung minh chiéu nguoc lai trong tuy.

i1) Chirng minh tugng tu.

iii) Ta gia st ménh dé 3z € A,Vy € B, p (:1:, y)dl’lng, khi d6 ton tai a thudc A sao
cho ménh d&& Vy e B,p(a,y) dung. Nghia 1a néu thay y =b € B thi p(a,b) dang.
Suy ra voi y=be B ta cb thé chon z = a d& 3Tz e A,p(:v,b) dang. Do do
Vye B,3z € A,p(m,y) la mot ménh ding (dpcm).

Chii ¥. - Ménh d¢ o cua iii) khong ding. That vay, ta xét vi du. Cho p(z,y) la

vi tir theo hai bién thuc z, v: p(:v,y) =“gty=1"
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Khi d6 néu thay y = b thi luén ton tai 2= 1— b dé z+ y = 1. Do d6 ménh d¢
dzeR, z+b=1 la ding. Tac 1a ménh d&& Vye R Iz e Rz+y=1 1a ding.
Nguoc lai néu thay =z = a thi ta c6 thé ch(_)nyZ—adéx+ y=0 #1 nén ménh dé
Vye R, a+y=11lasai Taclaménh dé 3z € R, Vy € R,z +y =1 la sai.

Céc két qua trén c6 thé dugc mo rdng trong trudng hop vi tir nhiéu bién ty do. Pic
biét ta co.

Ménh dé 1.2. Trong mot ménh dé lugng tir hoa tr mot vi tur theo nhiéu bién doc
lap néu ta hoan vi hai bién ding canh nhau thi

i) Ménh dé méi s& twong duong voi ménh dé ban dau néu hai luong tir c6 dang
3, V.

i1) Ménh dé moi s€ 1a mot hé qua logic cua ménh dé ban dau néu hai lugng tir nay

cung loai.

Djnh Ii 1.3. Phi dinh clia mot ménh dé lugng tir héa tir vi tir p(z,y, 2,...) c6 duge
bang cach thay luong tir V boi lugng tir 3, thay luong tir 3 boi luong tir V va vi tir
D (:c, Y, z,) boi phu dinh p (:17, Y, z,)

Thong thudng cac dinh 1i trong todn hoc dugc phat biéu lién quan dén cac ménh dé
lugng tir hoa trong do c6 luong tir voi moi (V) Do d6, ngoai cac quy tic suy dién ta
con sir dung quy tic sau

Quy tic dic biét héa véi moi: Néu mot ménh dé dung co dang luong tir hoa
trong d6 c6 bién x thudc A bi bude béi luong tir véi moi (V). Khi do néu thay 2 boi a
thuoc A ta dugec mot ménh dé ding.

1.5. Nguyén li quy nap
1.5.1. Chwrng minh quy nap

Gié st can tinh téng n sb nguyén 1¢é dau tién. Vi n=1, 2, 3, 4, 5 ta c6:
n=1:1=1=1?
n=2:1+3=4=2
n=3:1+3+5=9=32
n=4:1+3+5+7=16=47

n=51+3+5+7+9=25=5
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Tir cac két qua nay ta du doan tong n sd nguyén 1¢ dau tién 13 n2. Tuy nhién,

chung ta can c6 phuong phap chimg minh du doan trén 1a dung.

Quy nap toan hoc 1a mét ki thuat chimg minh rat quan trong. Ngudi ta dung né dé
chimg minh nhitng két qua da c6 dua trén su suy luan nao d6 nhu vi du trén. Tuy
nhién, quy nap toan hoc chi ding dé chimng minh cac két qua nhan dugc bang mot cach
nao d6 chir khong 1a cong cu dé phat hién ra cong thic.

1.5.2. Nguyén li chirng minh quy nap yéu

Xét dinh 1i c6 dang p (n) la ding Vn nguyén duong, trong d6 p (n) la ham ménh
dé, ki hiéu Vn : p (n) Quy nap toan hoc 1a moét ki thuat dung dé ching minh céc dinh
li thudc dang nay. Noi cach khéac, quy nap toan hoc thudng st dung dé chimg minh cac
ménh dé dang Vn : p(n)

Nguyén li chimg minh quy nap yéu gém hai budc:

Buée 1: Kiém tra p (ko ) 1a dung voi k, 1a gia tri dau tién cua day sb n.

Buée 2: Gia st rang p (n) 1a dung khi n = k. Tir d6 suy ra rang p (k + 1) la dang.

Ta c6 cach viét cua suy ludn trén nhu sau:

[p(ko) A p(k) = p(k + 1)] = [Vn : p(n)]

Vi dy 1.29. Ching minh rang

n(n+1)
1+2+3+...4n=—-—"= (1.2)
n(n+1)

Giai: Détp(n):1+2+3+...+n.Tach1'Ingminh p(n)= 5

Voin=1,taco 1= 1(1+1)

suy ra (1.2) 1a dung.

Gia sur (1.2) dang khi n= k. Ta co

p(k)=1+2+3+...+k=M.

Ta chung minh véi n = (k + 1) thi (1.2) cling ding. Nghia la

p(k+1):(k+1)2(k+2)

That vay
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p(k+1):1+2+3+...+k+(k+1)

=k(k+1) (k+1)(k+2)

+k+1= (dpcm)

Vi dy 1.30. Ching minh bat déng thtic: n < 2" véi n nguyén dwong.

Giai. Khi n=1, tac6 1 <2 (dung).

Gia sir bat dang thuc dung khi n = k ta c¢6 k<2'. Can ching minh rang
k+1<2"". That vay, vi

k<2 =>k+1<2"+1<2"+2" =2.2" =2%",

Do do, n < 2" voi nnguyén duong.

Chui y: Khi str dung nguyén 1i ching minh quy nap, khong duoc bo qua budce kiém
tra p(ko) la ding vi néu chi co p(n) - p(n+1) la khong du dé két luan rang
vn: p(n) la dung.

Vi dy 1.31. Ching minh rang

S=O+1+2+3+4+...+n=(n+3)2(n_2) (1.3)

Churng minh: Gid st (1.3) dang khi n= k. Ta c6

p(k):0+1+2+3+...+k:w.

Ta ching minh véi n = (k + 1) thi (1.3) cling ding.

Nghia la p(k +1) =(k+4)2¢_1). That vay:

p(k+1):0+1+2+3+...+k+(k+1):W?))QM+I£+1
K —2k+3k—6+2k+2

2
K +3k-4
-
(k+4)(k—1)
-
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Ta co p(k) = p(k + 1) la dang. Tuy nhién khi xét p(O) =0 =3 ta dugc ménh
dé sai. Viay Vn:p (n) 1a ménh dé sai.
Chii y: C nhiéu phuwong phép tinh gia tri cia mot biéu thic phu thudc n. Mot

trong s6 d6 1a doan ra két qua. Sau d6, sir dung nguyén li ching minh quy nap dé
ching minh rang két qua vira tim duoc 13 ding.

Vi dy 1.32. Tinh tong n s6 1é dau tién:
S:1+3+5+7+...+(2n—1)
Gidgi: Khin=1: §=1=1
Khin=2: S=1+3=4=2°
Khin=3:5=1+3+5=9=3
Khin=4:§=1+3+5+7=16=4

Khin=59=1+3+5+7+9=25="5

Vay c6 thé du doan rang S = n’
Sau d6 str dung chimg minh quy nap yéu dé ching minh két qua vira tim duoc.
bat

p(n)=1+3+5+7+...+(2n—1),p(n)an (1.4)
Khin=1,taco 1=1, (1.4) la dung.
Gia sir rang (1.4) 1 dting khi n = k. Ta co:

p(k)=1+3+5+7+...+(2k—1)=kQ.
Ta chirng minh (1.4) ding khi n =k + 1, nghia la:
p(l~<:+1):1+3+5+7+...+(2k—1)+(2]~<:+1):(l~<:+1)2
That vay, vé trai
p(k+1):1+3+5+7+...+(2k—1)+(2k+1).
=k2+(2k+1)=(k3+1)2.

Vay Vn : p(n)
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1.5.3. Nguyén li chirng minh quy nap manh

Cho p (n) 12 mot dang thirc ¢6 chira bién n, néu p (O) ding va
p(())/\p(l)/\p(Q)/\.../\p(k) - p(k+1)
ding thi p(n)la ménh dé ding Vn (v6i 0 1a phan tir dau tién).
Chii y: Trong nguyén 1i quy nap yéu chi can gia thiét p (k) la dGng. Nguoc lai,
trong nguyén li quy nap manh, ta can gia thiét dung cho tat ca cac ménh dé
p(())/\ p(l)/\ p(2) A A p(k:)
Pay chinh 1a sy khac biét co ban cua hai nguyén 1i quy nap.

Vi dy 1.33. Ching minh rang tich cta ba sd lién tiép ludn chia hét cho 6.
Churng minh: Dat p (n) =“n (n + 1) (n + 2) chia hét cho 6” (n nguyén duong).
Taco: p (1)2 “1.2.3 chia hét cho 6” 1a ménh dé dung.

p(2)=*2.3.4 chia hét cho 6” 1a ménh d& dting.

D (3)= “3.4.6 chia hét cho 6 1a ménh dé dung.

Gia st Vn <k taco p(k) la ding. Nghia 1a:  (k +1)(k + 2) chia hét cho 6. Ta
chimg minh ring p (k+1) 1a ding. That vdy, ta c6:
(k+1)(k+2)(k+3)=k(k+1)(k+2)+3(k+1)(k+2)
trong d6: k(k+1)(k+2) chia hét cho 6. Va 3(k+1)(k+2) chia hét cho 6 (vi
(k+1)(k +2) 1a tich cta hai s6 tw nhién lién tiép nén chia hét cho 2).
Vi tong cua hai s6 chia hét cho 6 s& chia hét cho 6, do do
(k+1)(k+2)(k+3) chia hét cho 6. Vay p(n) ding véi moi nnguyén duong.

Vi du 1.34. Chimg minh rang néu n 1a mot s6 nguyén 16n hon 1, khi d6 n c6 thé
duogc viét dudi dang tich cua cac s6 nguyén to.

Chirng minh: Dat p(n)z “n =abc voi a, b, ¢ 13 12 cac sb nguyén t6”. Ta cb:

p(2)="2=21", p(3)="3=3.1", ..., p(18)="18 = 3.2.3” la cic mé¢nh d¢ diing.
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Gia su p(n) ding V >2 taco p(k) dung. Can ching minh ring p(k + 1) la
ding. That vay, v6i n= k+ 1 ta c6 hai truong hop xay ra:

Néu k+ 11as6 nguyén td khi do vi k+1 = (k + 1).1 nén p(k + 1) dang.

Néu k+ 1 khong 1a s6 nguyén t6 (hop s6): k+1=ab, a,b e [2, k:] Theo gia thiét
quy nap manh, a, b co thé 1a s6 nguyén td hodc 1a tich cua cac sd nguyén
t6. Vay néu k + 1 1a hop sb thi n6 ciing s& duoc viét dudi dang tich cua cac sé nguyén
t6. Tac1a p (n) dang v6i moi n> 2.

1.6. Cac nguyén li dém
1.6.1. Nguyén li cong
DPé dém cac phﬁn tor cua mot tap hop ta thuc hién bdn bude sau:

Buée 0: Néu A = @ ta co s6 phan tir ciia A bang 0.

Buée 1: Néu A # @, khi d6 ton tai mot phan tr @ € A. Bang cach gan a tuong
img v6i phantir 1 € N vanéu A = {a} thi A c6 mot phan tir.

Bude 2: Néu A # {a}, khi d6 ton tai mot phantir b e A, b #a. Béng cach gén b
tuong ng voi phan tir 2 € N khi d6 ta ¢6 mot song anh {a, b} © {1,2} va néu A =
{a, b} ta néi A c6 hai phan tu.

Buée 3: Cu tiép tuc thu tuc nhu trén ta c6 hai trudng hop xay ra.

Truong hop I: Qua trinh dém dung & mot budc n nao do, nghia la tdn tai mot song
anh gitra A va {1, 2, 3,...,n} c N . Khi d6 ta néi rang A c6 n phén ti.

Trieong hop 2: Qua trinh dém khong bao gio dimg. Tirc 1a A ¢6 vo sd phan tir hay
A 1a mot tap hop vo han.

Dinh nghia 1.10. 1) Tap hop A dugc goi 1a hitu han va c6 n phé‘ln tr néu toi tai mot
song anh gitra A va tap hop con {1, 2, 3,...,n} ciia V. Ta viét ‘A‘ =n.

ii) Néu A khong hiru han, ta néi A vo han
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Chii y. Néu hai tap hop hitu han A, B c6 cung sé phan tor (4 va B c6 cing luc
luong) thi c6 su twong ung 1 - 1 vdi nhau, tic 1a ton tai mot song anh A < B.

Dinh nghia 1.11. 1) M6t tap hop A duoc goi la ¢o6 luc luwong bé hon lyc lugng cia
Bnéu tdi tai mot don anh tir A vao B.

i) Hai tap hop A va B goi la déng luc lugng néu c6 mot song anh A <> B.

Ménh dé 1.3. Luc luong cia A nho hon lyc lugng cuia B khi va chi khi tdn tai mot
toan anh tir B 1én A.

Dinh li 1.4. Gia sit A va B 1a 2 tap hop hiru han. Néu tn tai mot don anh tir A
vao Bva mot don anh tir Bvao A thi A va B cé cung s6 phan ti.

Chitng minh: Goi f1a mdt don 4nh tir A vao B. Dt C= f(A) va C Ia phin bi
cua C'trong B thi ‘B‘ = ‘C‘ + ‘5‘ (xem thém Ménh & 1.4).

Do fla song anh gitta A vao C'nén

|B| =|c|+ ‘5‘ =|4|+ ‘5‘ >|4
Tuong tu néu ton tai mot don anh tir B vao A ta sé ¢ ‘B‘ > ‘A‘ . Vay ‘B‘ = ‘A‘ .
Nhan xét: Do ‘5‘ =0 nén C= f(A) = B, hay don anh tr A vao B trong Pinh li

1.4. cling la song anh (vi n6 1a toan anh).

Ménh dé 1.4 (Nguyén li céng): Gia st B 1a tap hop con cua tip hop hitu han A.
Goi B 1a phan bu ciia B trong A. Khi d6 ta co: ‘A‘ = ‘B‘ + ‘1_3‘

Chirng minh: Goi m, n lan luot 1a s phén tr cua B va E Khi d6 tdn tai mot song
anh ftir B lén {1, 2, 3m} va mot song anh g tir B 1én {1, 2, 3n} Ta dinh nghia
anh xa htir A vao {1, 2,3,...,m+ n} nhu sau:

+Néu z € B ta dat h(:z:) = f(:z:)

+Néuz eB ta dat h(x) = g(x)+m
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Khi d6 h la song anh va |4 = m +7n.

Vi du 1.35. Lop Su pham Tin hoc va Cong nghé Tiéu hoc c6 35 sinh vién dang ki
hoc mén Toén roi rac va 30 sinh vién dang ki hoc mon Xac suét théng ké & hoc ki nay.
Hoi c6 bao nhiéu sinh vién ding ki hoc mot trong hai mén biét ring khong cé sinh
vién nao hoc ca hai mon.

Goi A 1a tap hop cac sinh vién dang ki hoc mon Toan roi rac va B la tap hop cac
sinh vién ding ki hoc mén Xéc suat thong ké. Khi 4y tap hop céc sinh vién ghi tén hoc
mdt trong hai mén 14 AU B.Do AN B = @ nén B 1a phan bu cia A trong AU B.

Vay [AU B| = |4 +|B| = 35+ 30 = 65

Nhan xét: 1) C6 hai nhém sinh vién dang ki hoc mét trong hai mén: nhém cac sinh
vién dang ki hoc mon Toén rdi rac va nhom céc sinh vién dang ki hoc mon Xac suét
thong ké. Viéc dém sinh vién thudc hai nhém nay loai trir 14n nhau theo nghia chiing
khong thé dong thoi xay ra. Khi y ta ciing c6 thé phat biéu lai Ménh & 1.4 duéi dang:

Nguyén Ii céng: Néu mot qua trinh c6 thé duge thuc hién bang mot trong hai cach
loai trir 1dn nhau: cach thir nhat cho m két qua va cach tha hai cho n két qua. Khi 4y
viéc thuc hién qué trinh cho m + n két qua.

Chii y: Trong Vi du 1.35, néu c6 mot s sinh vién (chang han 10) dang ki hoc ca
hai mén thi tap hop AN B # @ va ¢6 10 phan tir. Khi d |4] +|B| khong phai 1a s
phan tir clia ‘AUB‘ vi AN B =@ dugc tinh hai lan trong ‘A‘ va ‘B‘ Do d6 ta co
dang m¢ rong cia nguyén li cong la:

AU B/ =|Al+|B|~|An B[ =35+30-10 = 55

Dinh nghia 1.12. Ta n6i n tap hop Ci, O, ..., Cn 1a d6i mot rdi nhau néu
CnC =d,Vi=j.

Ménh dé 1.5 (Nguyén li cong mé réng). Néu tap hop hiru han C c6 thé viét nhu 1a
tap hop C, (, ..., C,d6i mot roi nhau thi

‘C‘ = ‘Cl‘ +‘CZ‘ +... +‘Cn‘

Pé ching minh ta st dung Ménh dé 1.4 va Nguyén i quy nap.
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1.6.2. Nguyén li nhan:

Néu thue hién hanh dong H phai trai qua hai giai doan lién tiép doc 1ap véi nhau.
Gia sir giai doan 1 c6 m cach thuc hién khac nhau va vi mdi cach thuc hién trong giai
doan 1 déu c6 n cach khac nhau dé thuc hién giai doan 2. Khi éy c6 mxn cach khac
nhau dé thuc hién toan bo hanh dong H.

Chu y: Hai giai doan thuc hi¢n dugc goi la doc 1ap vdi nhau néu hai cach thuc hién
(a, b) va (¢, d) cho hai két qua khac nhau. Ttrc 13 mot trong hai trudng hop sau xay ra:

Truong hop 1: a # ¢ (hai cach thuc hién giai doan 1 khac nhau).

c .
bt d (khi hai cach thuc hién giai doan 1 giong nhau thi hai cach

Truong hop 2: {

thuc hién giai doan 2 phai khac nhau).
Vi dy 1.36. Bién s6 xe 6 to ctia Pa Néng 6 6 ki tu, trong d6 ki tyr ¢ vi tri dau tién

12 mot chit cai (trong bang 26 chir cai tiéng Anh), ki tu & vi tri thir hai 13 mot chudi
gdm nam chir sb thudc tap {o, 1,2, 3, 9} . Héi Pa Niing c6 thé c6 bao nhiéu bién sb
xe 0 t0 khac nhau?

Gidi: Goi x = W 12 mot bién s6 xe 6 t6 cua Da Nang.

Ta c6: 26 cach chon chix cai dé xép & vi tri dau tién a,.-

C6 10 cach chon chit sb cho mdi vj tri trong nam vi tri con lai a,,a,,a,,a.,a,.

Theo quy tic nhan, ta c6 tit ca 26.10.10.10.10 10 = 2 600 000 (bién sb).

Nhdn xét: Trong Vi du 1.36, goi A 1a tap hop cac chir cai trong bang 26 chir cai
tiéng Anh va B 1a tdp hop cac chudi gdm nidm chit sé thudc tap {0, 1,2, 3,...,9}. Khi

d6 mot bién sd xe 6 t6 1a mot cap co thu tu (a,b) voi a € A, b e B. Tap hop cac bién
s6 xe 6 to cia Da Néng 1a tich Descartes Ax B .

Dinh nghia 1.13. Tich Descartes cua hai tdp hop A, B ki hi¢u béi Ax B 1a tap
hop tat ca cac cip thir tu (a,b) véi a € A, b € B, trong d6 hai caip(a,b) va (a',b')

duoc noi 1a bang nhau khi va chi khi a = a',b =b".
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Dinh Ii 1.5. Néu A va B 1a hai tap hop hitu han thi Ax B ciing 1a mot tap hop hitu
han, va ta co: |A X B| = |A| X |B| .
Chirng minh: Qua trinh dém cac phﬁn tor cia Ax B dugc thyc hién theo hai giai

doan: ¢ |A| cach khac nhau dé chon mot phan tir tiy ¥ ctia A va véi mdi cach chon
phin tr a € 4, ¢6 |B|céch chon mot phin tir tly ¥ b € B dé tao thanh cac cip khac
nhau (a,b). Do d6 theo Nguyén li nhan co |A|x |B| cach chon cic cip (a,b) khac
nhau. Vay |Ax B| = |4 x|B|.
Pé xdc dinh mot song anh cu thé tir [4|x|B| lén {1, 92, 3mn} trong d6
=|4|,n = |B| ta xdy dung tir céc song anh:
FiA {0,1,2,,...,m} vag:B o {0,1,2,,...,n} :

Cu thé, dat
h:AxB — {0,1,2,,...,mn}, h(a,b) = (g(b)—l)xm+f(a)

Kiém tra h 1a don anh:

Gid str h(a,b) = h(a',b") . Khi dé:

(9(0)- 1)><m+f( ) (g(b') 1)Xm+f( )
Giastr f(a') < f(a) suyra f(a) g(b)-g( )mZO.Nhung
0<f(a)-f(a )<mva( (v)- g(b)m>m

néu g(b')~g(b) > 0. Vay f(a)=f(a") va g(b")~g(b) = 0. Do do (a,b) =(a',b').
Hay h 1a don 4nh.

Kiém tra h 1a toan nh.

Gia str k 1a mot s6 nguyén bét ki sao cho 1 <k < mn . Goi ila s6 nguyén 16n nhat
sao cho mi < k. Khi do mi < k < m (i+1) nén

1<j=k-mi<mval<i<—< =n
m

m
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Dita=f" (]) vib=g" (z’+1), ta dugc:
Wa,b) = (997 (1) =1)xm+ f () = im+ j = k
Vay hla mgt song anh.

Chii y: f* wva ¢g'cho phép viét A va B du6i dang A = {a a,,a. am} ,

19 W9y Wigaeeey
B = {bl,bQ,b;;,...,b”} . Ta néi cac phén tor cua A (twong ung B) da duoc danh chi sb
boi £ (twong tmg ¢ ') .

Tic 1a nh xa /i ¢6 thé viét: h(a,b,) = (j—1)m+i. Noi cach khic ta da “dém”

céc phan tir cia A < B theo n mang dat ké tiép nhau:

(o) o8}l
{(at.): (a8,)s(a,0,)]

{(al,bn), (aQ,bn),...,(am,bn)}.

Goi cac mang nay lan lugt 1a Ci, O, ..., Ca va chiing déu twong tng 1 - 1 véi A
nén c6 ciing s phan tir 1a m. Hon nita cc tdp hop nay d6i mot roi nhau nén anh cua h
¢6 mxn phan tir va do d6 h 14 song anh.

Dinh nghia 1.14. Cho n tap hop khong rong A,, A,, ..., A,.

i) Mot bd n phan tr 12 mot ho phan tir c6 dang (al,aQ,ag,...,an) voi a € A,
a,€A, a,eA,...,a €A.

ii) Hai bo (al,aQ,a(%,...,an), (a;,a;,a;,...,a;) dugc goi 1a bang nhau néu a, = a,,

iii) Tap hop tit ca cic bd n phan tr duoc goi 1a tich Descartes cua

ALALA,...,e A vakihiubdi A xA xA x..xA la:

A XA xAx..xA = {(al,az,ag,...,an) a, € Aya,€Aa, €A .. a0 € A"}
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n

Chii y: Ta cling ki hiu tich Descartes boi A x 4 x A, x..xA =]]A.

n
i=1

Dinh li 1.6.Néu A, A, A,,...,A hitu han thi [] A hitu han va ta c6

i=1

]:[Ai A)|A)... =]:[|Ai|

Ap dung Dinh li 1.5 va nguyén i quy nap ta dé dang chirng minh duoc dinh 1i trén.

Al

AH

Vidu 1.37. Tap thé 16p Su pham Tin hoc va Cong ngh¢ Tiéu hoc can bau ra mot
Ban cén sy 16p gém mot sinh vién Té 1, mot sinh vién T 2, mot sinh vién T 2, mot
sinh vién T6 4. Hoi c6 bao nhiéu cach chon ra Ban can su 16p biét rang T6 1 ¢ 22
sinh vién, T6 2 ¢6 24 sinh vién, T6 3 ¢6 23 sinh vién va T6 4 c6 21 sinh vién?

Goi A,A,, A, A, lan lugt 14 tap hop céc sinh vién cua T6 1, T6 2, T6 3 va To 4.
Khi d6 Ban can sy 1a mot bo bdn thanh phﬁn:(al,a@,ag, a4): a, €A, a,eA,

a,€ A, a, eA,.

Do d6 theo Pinh 1i 1.6 s cach chon Ban can su 1a

4 4
HAZ,‘ =|A[4]|4]|A|=TT|A|=22x24x23x21 = 255024
i=1 i=1
1.6.3. Chinh hop, té hop, t6 hop lap
Cho hai tip hop A va B, tap hop tit ca cac anh xa tir A vao B duoc ki hiéu bai
B*. Gia st |A| =m, ta viét: A= {al,ag,...,am}. RO rang mot anh xa ftir A vao B

dugc hoan toan xac dinh bang cach chon ra m phan tu:

b = f(al)
b= 1(a,)
b, = f(ag)
b, = f(a)

Noi cach khac ¢ dugc xac dinh bdi bd m thanh phﬁn

{(a).£(a,).f(a,).nf(a, )} € B"

Nhu vay ta dugc mot anh xa:
¢:B" - B"vi o(f) = (f(al),f(aQ),...,f(am)) (1.5)
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Nguogc lai cho trude (b b ,bm) € B™ thi ta dinh nghia dugc mot anh xa duy

19 Y9y eee

nhit & f € B" boi:

Il
>

Il
<>

~
IS
)
SN— N —
I
=

Tt 1a ta d3 ching minh ménh dé sau.

M¢nh aé 1.6. Gia st |Al=m véi A={a,a,..,0,} thi ¢:B'— B", véi
go(f)(al,aQ,...,am) =(f(al),f(a2),...,f(am)) xdc dinh mot song 4nh gitta B” va

B" . Dic biét néu B hitu han thi B* ciing hitu han va ta co: \BA\ = \Bm

Chii y: Trong phép twong tng (1.5), f1a mot don anh khi va chi khi cac phan tur
f(a,),f(a,),.. f(a,) 1a d6i mot khac nhau. Tir d6 ta c6 mot qua trinh m budc dé
dém cac don anh tir A vao B:

Buoc 1: Chon tuy y mot phﬁn tr b, € B, c¢6 ncach chon b, .

Buéc 2: Chon tiy y mdt phan tu b, € B khac véi b, nghia 1a mot phan tir
b, € B\ {bl}. O day B\ {bl} chi phan bu ctia b, trong B. Tacé n - 1 cach chon b,.

Buée m: Chon tily ¥ mot phan tir b eB\ {bl,bQ, ...,bm_l} )

Don-(m-1)=n—-m+1,néncd n—m+ 1 cachchon b .

Chu y rang dé co thé tién hanh dén budc thir m ta can ¢ n—m+1>1 hay

n > m. Do d6 4p dung nguyén i nhan ta duoc két qua trong ménh dé sau.

M¢nh dé 1.7. Gia st n > m . Khi d6 s6 don anh tir A vao B la:
n(n=1)(n-2)...(n—m+1)
Néu |4 = |B| = n thi ta co:
H¢ qud 1.1. S6 song 4nh tir A 1én Bla: n(n—1)(n-2)..3.2.1 = n!
Chimg minh: néu |A| = | B| thi moi don 4nh tir |4| véo |B| ciing la mot song 4nh.
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Trong truong hop A = B thi mdt song anh tir A 1&€n chinh n6 con duoc goi 1a mot
phép hoan vi ciia A. Do d6 Hé qua 1 ¢6 thé dugc phat biéu lai:

H¢ qud 1.2. Sb cac phép hoan vi ciia mot tap hop c6 n phan tir 1a n!

Dinh nghia 1.15. Dit B = {1, 2,3,..., n} , khi d6 ta c6 dinh nghia:

i) Mot chinh hop chdp m ciia n phan tir 13 mot phép chon ra m phan tir phdn biét
trong B theo mot thiwr tu nao do.

ii) Mot 16 hop chdp m ciia n phan tir 13 mot phép chon ra m phan tir khdc nhau
ctia B khong ké thir tu.

Dinh li 1.7. Cho m, n 14 hai sé ty nhién, m < n. Khi d6 ta co:

i) S6 cac chinh hop chép m ciia n phan tir chon m la:

A" = n(n —1)(n - 2)(n -m+ 1)

ii) S6 cac 6 hop chap m cla n phan ti la:

o - n(n-1)(n-2)..(n-m+1) __n!

Chitng minh. i) Véi B = {1, 2, 3n} thi mot chinh hop chap m cta n phin ta

chinh 1a mot bo {b,,b,,...,b, } € B" d6i mét khc nhau. Do 6 6 chinh hop duge cho

boi Ménh @ 1.7.

ii) Ta sé& tinh sd t6 hop bang cach dém lai sé chinh hop theo mot qua trinh hai
budc:

Buée I: Chon tily y mot to hop chap m cua n phan tir, néi cach khic chon ra mot
tap hop con B’cd m phan tir ciia B. S6 cach chon khac nhau chinh 1 s6 t6 hop cr.

Buoce 2: V&i mot tap hop con B, ta ¢o thé chon ra m phﬁn tir phan biét cua B’ theo
mot thir tu nhét dinh: (bl,bQ, ...,bm) . S6 cach chon chinh 14 s phép hoan vi ciia B’ nén
bang m!

Bang hai budc trén ta dd dém duoc tat ca cac chinh hop chap m cta n phéan tir nén:
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A" =C"xm!
Suy ra

o A: _n(n—l)(n—2)...(n—m+1)

n

m! m!
Chu y. Ta thuong ki hi€u s6 t6 hop boi { J va goi 1a h¢ s6 nhi thirc. HE s6 nhi
m

thirc c6 thé dat dudi dang ddi xtimg:

=£_n(n—l)(n—Q)...(n—m+1)X(n—m)! nl

m! m!x(n—m)! m!(n—m)!

Dudi dang trén ta co: =
m n—m

Dinh li 1.8. V61 m < n,tacd

e

Chirng minh. Ta s& chon ra cac to hop chap m cia n + 1 phan tir bing mot trong

m

n

hai cach loai trir Ian nhau.

Cdch 1: Chon ra mot tap hop con B’ co m phan tir phan biét trong {1, 2,...,n+ 1}

khong chtra nn + 1. RS rang B’ ciing 1a mot tip hop con m phan tir cia {1, 2,...,n} nén

n
co cach chon.
m

Cdch 2: Chon ra mét tp hop con B" c¢6 m phan tir phan biét trong {1, 2,...,n+ 1}

chtra n + 1. RS rang B"\ {n+1} 1a mot tap hop con m — I phan tir phan biét ciia

m —

n
{1, 2,...,n+ 1} nén co [ 1] cach chon.

Do d6 theo nguyén li cong, s to hop ctia n + 1 phan tir chon m thoa (1.6) (dpcm).
Dé hiéu 16 tai sao s6 to hop con dugc goi 1a hé sé nhi thic, ta hiy ching minh
cong thuc dudi day goi la Cong thirc nhi thirc Newton.
Dinh Ii 1.9. Cho z, y 12 hai bién thuc ta c6
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n n n n n(n
m=0

Chitng minh. Ta hay khai trién (:1: + y)n = (:1: + y) (m + y) (:1: + y) thanh tong cua
cac sO hang c6 dang a,a,...a trongdd a =zrhay a =y;1<i<n.Vé6i0<m<n ta
gOp tat ca cac sd hang trong d6 c6 dung m thira s bang y. Cac s6 hang nay déu cé

n—m_ m

dang z""y"™. Hon nira sb cac sd hang nhu vay chinh la sb cach chon m phén tir phan

biét ciia {1, 2, n} . Pay 1a s6 t hop [ j nén ta c6 didu phai chimg minh.
m

H¢ qua 1.3. Ta co

oz =[1 s[5 oo 0
ii)0=1 —[711 J{Z] — (1) {m] +o+(-1) [nJ (1.8)

Chii y. Theo Nguyén li cong, vé phai cia (1.7) chinh 1a sé cac tdp hop con cia

{1, 2,...,n} nén ta dém duogc sb cac tap hop con cia {1, 2,...,n} chinh 1a 2". Thatra ta
c6 thé dém gian tiép s6 cac tap hop con ctia mot tip hop B cd n phan tir nhu sau:
Goi A 1a mét tap hop con bat ki ciia B, ta s& dinh nghia ham dac trung cua A boi:

1 khizeA
7,(x) = 0 khizeA

R ring 7, € {0,1}". Ngwge lai, cho trude f € (0,1} . Pat 4= A=/ (1). Khi
d6 f = y,. Bing cch ndy ta dugc mot song anh giita tap hop P (B)gdm tit ca cac
tip hop con cia B va {0,1}" . Suy ra

(5] <for]" =
Hai tap hop P(B) va {0,1}B (ki hidu 1a 2”) 1a céc dai sé Boole s& duoc nghién

ctru trong Chuong 4.
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Bay gio ta hdy mé rong khai niém t6 hop trong d6 cho phép lap lai. Trudc hét ta
hay xét vi du: Mot hoc sinh dén cira hang mua 4 ciy bt chon trong 3 mau khac nhau

1a xanh, d6 va vang. C6 bao nhiéu cach khac nhau dé chon mua hang?

Trudc hét ta liét ké cac trudng hop khac nhau:

Khi mua 4 but cung mau: c¢6 3 truong hop.

Khi mua 3 bt cung mau va buat thir tu chon tuy y trong 2 mau con lai: co
3 x2 =6 truong hop (Nguyén li nhan).

Khi mua 2 but cung mau va 2 but kia chon trong 2 mau con lai: c6 3 truong hop
Khi mua 2 cap but cung mau: co6 5 = 3 truong hop.

Nhu vay tong cong ¢6 3 + 6 + 3 + 3 = 15 cach mua hang khac nhau.

Tuy nhién néu liét ké nhu vay rat kho mé rong cho trudng hop cé nhiéu but va
nhiéu mau dé chon. Do d0, ta biéu dién mdi trudong hop boi 4 dau “+” va 2 dau “—”
dat lién tiép trén mot duong théng: s6 ddu + bén trai ddu “—> dau tién chi s6 but xanh,
s6 ddu “+” nam gitra 2 ddu “—” chi s6 but d6 va sé dau “+” nam bén phai dau “—”
cudi cung chi s6 bit mau vang. Nhu véy:

Truong hop mua 4 but xanh dugc biéu dién boi: + + + +— —

Truong hop mua 1 but xanh va 3 but vang duoc biéu dién boi: +— — +++

Ttrc 1a moi trudong hop twong (g véi viée lya chon vi tri ctia 2 dau “— trong s6 6

ki hiéu, néi cach khac tng voi mot tap hop con 2 phan tir cia tdp hop gdm 6 phan tir

{1,2,...,6}.

Tir d6 suy ra s6 cach mua hang khac nhau chinh la: 5 |= 5 =15.

Biang cach nay ta c6 thé tong quat hoa viéc chon ra r vat trong s n loai vat khac
nhau trong do mdi loai vat co thé duoc chon lai nhiéu l1an. Nhu trén mdi truong hop
lua chon ¢6 thé duoc biéu dién béng cach chén (n - 1) dau “—” vao trong sb r dau “+”
dé chia doan théng thanh n doan twong Ung véi s6 vat mdi loai. Do do sb cach chon
lwa khac nhau ma ta goi 1a s6 t6 hop ldp chap r ctia n vat chon r chinh la:
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n+r-1 n+r-1
n—1 r
Vi du 1.38. 1) C6 r vat ddng nhat nhau, hoi co bao nhiéu cach chia chung vao n
hop phan biét nhau?

O day moi cach chia chinh 1a mét t6 hop cta n vat chon & nén s6 cach chia khac

n+r-—1
nhau chinh la
r

2) Xét phuong trinh
T+, +t..+tr =71 (1.9)
trong d6 n va r1a cac s nguyén khong am cho trudc va T,T,..., 7 lacac an lay gia
tri nguyén khong am. Ta hay tim xem phuong trinh trén c6 bao nhiéu 15i giai. Mdi 15i

giai 1a mot bo n thanh phan (xl, Ty ) théa (1,9). Nhu vay ta co thé lién két mot 161
giai voi mét cach chia r vat déng nhét nhau vao n hop phén bi¢t: z chinh la sb vat

Co L n+r—1
chura trong hop thtr ¢. Do do so 101 giai 1a s6 t6 hop 1ap chap r cia n:
r

1.6.4. Nguyén Ii chuong bé cau (Nguyén li Dirichlet)

Trong Ménh dé 1.7, ta da gia su ‘A‘ =m S‘B‘ =n dé co thé chon ra dugc mot ho
m phan tir phan biét co thir ty ctia B; ndi cach khac dé chon ra mot don anh tir A vao
B. Trong truong hgp m > n thi khong ton tai don anh tir A vao B theo nguyén li

chudng bd cau sau day.

Nguyén Ii chuong bé cau: Néu chudng bd cau co it ctra hon s6 b cdu thi co it nhat
hai chim b6 cau ¢ chung trong mot cira.

Vidu 1.39. 1) Goi A 1a s6 bd cau va B 1a s6 cira. Mot anh xa f: A — B chinh 13
mot cach xép chim bd ciu vao cac cira. Noi rang ¢6 hai chim bd cau ¢ chung mét cira
c6 nghia 14 c6 hai phan tir phan biét ciia A c6 chung anh nén fkhong don anh.

2) Trong mdt nhom c6 367 nguoi s& co it nhat hai nguoi co ciing ngay thang sinh.
O day sb cac ngay thang sinh khac nhau (366 ngay, ké ca ngay 29 thang 02) chinh l1a

sO ctra cua chudng bo cau.
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3) Xét mot co so dir 1iu c6 500.000 ban tin. Hoi co thé sur dung mét vung (thudc
tinh) voi nhiéu nhét 4 ki ty 13 cac miu tu 1am khoa chinh hay khong? (Mot ving dugc
goi 14 mot khoa chinh néu gid tri cia nd xac dinh ban tin mot cach duy nhat). Dé giai
dap bai toan trén, ta s& st dung sd cac tir gdm nhiéu nhat 4 mau tu 1am sb cira cua
chudng bd cau. S6 cira nay tinh duoc bang Nguyén 1i cong va Nguyén li nhan:

26" +26° +26° +26' = 475254

Vi ¢6 dén 500.000 bd cau nén c6 it nhit 2 ban tin c¢6 cung gia tri cua thudc tinh.
Viy khong thé dung thudc tinh nay 1am khoa chinh duoc.

4) Ta hiy dung Nguyén 1i chudng bd cdu dé chimg minh rang moi tap hop con A

c6 it nhét 6 phan tir ciia B = {1, 2, ...,9} s& c6 hai trong sb cac phan tir ¢ tong bang 10.

That vay, & day céc ctura cua chuéng bd cau dugc chon la céc tap hop con
{1, 9} ;{2, 8} ;{3, 7} ; {4, 6} ;{5}. Do chi ¢ 5 ctra trong khi s6 chim bd ciu 16n hon hozc
béng 6 nén c6 it nhat hai phﬁn tir phan biét ciia A thude vé cung mot tap hgp con trén,
hay chinh x4c hon thudc vé ciing mét trong bdn tap hop con dau tién. Do 1a nhiing cip
c6 téng bang 10.

Chii y. Dé ap dung Nguyén li chudng bd cdu chiing ta can xac dinh ding dau 1a sd
bd cau va dau 14 sé cira nhu vi du sau cho thiy.

Gia sir A 1a mot tap hop con c6 6 phan tir cia {1, 2, ...,14} . Chirng minh rang trong
s6 cac tap hop con khac rdng ctia A, c6 it nhét hai tap hop con ma tong cua cac phan tir
la nhu nhau.

Gia st B 1a mot tap hop con khac rdng bat ki cia A. Goi S , la téng cua cac phan
tu cua B. Khi d6 ta co

1<S5, <9+10+...+14 =69

Néu chon céc s6 tir 1 dén 69 1a s cira cua chudng bd cdu va sé tap hop con khac
rong ciia A 1a sb bd cau thi s6 bo cau la: 2° —1 = 63. Do s6 bd cau it hon sb cira, ta
khong thé ap dung Nguyén li chudng bd cau dugc. Tuy nhién néu chi xét cac tap hop
con B c6 tdi da 5 phan tir thi

1<S5,<10+...+14 =60
trong khi s6 bd cdu 1a 63 — 1 =62 (trir 1 tdp hop con 6 phan tir). Do d6 theo Nguyén li
chudng bd cau sé& co hai tap hop con B, B’ c6 tbi da 5 phén tir cia A sao cho S,=5,.
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TIEU KET CHUONG 1
A. Hé thong ni dung trong tim
Noi dung chuong nay bao gém: Kién thirc vé dai s6 ménh dé gdm khai niém, cac

phép toan ménh dé; dang ménh dé va cac trong duong logic. Sau quy tic suy dién co
ban. Khai niém co ban vé hai luong tir ton tai va véi moi. Nguyén li quy nap gom hai
phuong phéap chimg minh 13 quy nap yéu va quy nap manh. Kién thirc vé dai sb t6 hop
gdm cac khai niém lién quan dén nguyén li dém: quy tic cong, quy tic nhan, chinh
hop, hoan vi, to hop, nguyén 1i chudng bd cau.
B. N0i dung thio ludn — nhiém vu hoc tap

1. Thé ndo 1a ménh d¢, gia tri chan 1i cia ménh dé. Cho vi du.

2. Lay vi du hai ménh dé nguyén thity biéu dién. Thyc hién cac phép todn ménh dé.

3. Dang m¢nh dé, cong thirc m¢nh dé, ménh dé tuong duong. Cho vi du.

4. Quy tic suy dién la gi? Cho vi du.

5. Luong tir 1a gi, vi tir 1a gi? Cho vi du.

6. Nguyén li quy nap toan hoc. Ly 2 vi du van dung phuong phap chirmg minh quy

nap yéu va quy nap manh.

7. Phan biét cac khai niém vé quy tac cong, quy tdc nhan, chinh hop, hoan vi, td

hop. Cho vi du.
C. Bai tap chuong
1.1. Pinh nghia ham ménh dé, mién dung va cic ham hang?
1.2. Dinh nghia cac lugng tu?

1.3. Dién dat bang ki hiéu cac ménh d¢é sau:

a. 3 bé hon 5 va 5 bé hon 10.
b. 3 bé hon 5 nhung 5 khong bé hon 10.
c. 3 khong bé hon 5 ma 5 bé hon 10.

d. 3 khong bé hon 5 ma 5 cling khong bé hon 10.

1.4. Trong cac khang dinh sau khang dinh nao 1a ménh dé
a. Nguyén Du 1a nha vin gioi.

b. z— 2 13 s6 nguyén duong.

c. 7 1 s6 nguyén t6.
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d. Hom nay troi ning dep.

e. Sinh vién nganh Su pham Tin hoc Céng nghé Tiéu hoc.

1.5. Trong cac m¢nh dé sau, tim ménh dé ding.

a. Tap hop s6 tu nhién 14 tap hop hiru han.

b. Tré mam non ba dén bén tudi dd c6 thé nhan biét va goi ding tén hinh vudng, hinh
tron.

c. Trong tam gidc can, hai goc ¢ day bang nhau.

d. Hinh vuong ciing 1a hinh chir nhat.

e. SO 56 chia hét cho 2 nhung khong chia hét cho 3 .

1.6. Trong cac ménh dé sau, tim ménh dé sai:

Q) p=“4—r< e g <4” b) g=“7 <4 o 1’ <167
¢) r=“23 < 5= 223 < 2x5” d)k="-l<z<les’<l”

1.7. Goi p va ¢ la cic ménh dé: p = “Minh gioi Toan”, ¢ = “Minh yéu Anh vin”. Hay
viét cac ménh dé sau dudi dang ki hi¢u trong do sir dung cac phép toan.

a. “Minh gi6i Toan nhung yéu Anh vin”

b. “Minh yéu ca Toan 1an Anh vin”

c. “Minh giéi Toan hay Minh vira gioi Anh vin vira yéu Toan”

d. “Néu Minh gioi Toan thi Minh giéi Anh vin”

e. “Minh giéi Toan va Anh vin hay Minh yéu Toan nhung gi6i Anh vin”

1.8. Lap ménh dé pht dinh ctua cac ménh dé sau:

a. Ngay mai néu troi mua hay troi lanh thi toi s& khong ra ngoai

b. 15 chia hét cho 3 nhung khong chia hét cho 4

c. Hinh tr gidc nay khong phai 1a hinh chit nhat ma cling khong phai 1a hinh thoi
d. Néu An khong di 1am ngay mai thi s& bi dudi viéc

e. Moi tam gidc déu c6 cac goc bang 60°.

1.9. Cho hai ménh dé p: “4 khong 13 hop s6”, ¢: “7< 4. Ménh d& nao sau day sai:
ap=gq b.;(:>q C.q=p d p<egq

1.10. Cho cac ménh dé: p = “45 chia hét cho 15, ¢ = “45 chia hét cho 3 va cho 5.

Hay phat biéu thanh 16i cic ménh dé sau va tim gia tri chan 1i cia cic ménh dé do.
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a. p=q b.;ﬁq c.;:>p d;(:);
1.11. Tim mién ding cua cac ham ménh dé xéac dinh trén tap sb tu nhién sau:
a. p=“zlasb chin” b. ¢=“z chia hét cho 57;

c. r="“xchia 5 du4” d k=“?+32-4=0"

1.12. Tim mién ding cua cac ham ménh dé xéac dinh trén tap s6 thuc R sau day
a.p=2x+5>1-42" b. g=“(z—-2)27* - 32+ 1)=0"
c.r=“r+3z-4<0” d. k=2x+1/>0"

1.13. Trong cac ménh dé sau, hay chon ménh dé dang:

a.dre R, ¥ -3z+2=0; b.VzeR, |x|=1

c.VzeR, 7?>0; d. V 2,y eR, 2 — 2zy + i = (z—y)*
1.14. Lap bang gia tri chan 1i ciia cong thirc:

a. pAqg=pAr b.(p=r)V(g=r)

c.(p:>q_)/\(p:>q)\/(;:>;) d.(p:>;)\/p\/q

1.15. Hay bién ddi cong thirc sau vé dang don gian nhat

a. (p\/q:>p\/q)/\q b.p/\q/\(p:>q)

1.16. Chimg minh cic ding thirc sau bang hai cach (bién d6i dong nhét, 1ap bang gia

tri chan Ii)

a.p/\qE;\/& b.p\/QE;/\&
c.p:><q:>r>zq:>(p:>r> d.p/\q:>7’zp:>(q:>r)
e.qu:>rE(p:>r)/\(q:>r) g. (p:>q)/\(p:>r)zp:>(q/\fr)

1.17. Ching minh cac cong thic sau day 1a nhitng cong thirc hing dung, sau d6 hay

viét chung duéi dang luat:

a.&/\(p\/q)—>q b.p/\(p<:>q>—>q.
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1.18. Cho hai vi tir p(x) xac dinh nhu sau: p(:zc) = {x < 3}; q(:z:) = {z+11asd1e}.

Néu khong gian 13 tip s6 nguyén, hiy xac dinh gia tri chan li ciia nhitng ménh dé sau:

a. p(l) b. q(l)

C. p(3) d. q(6)
€. p(?)/\q(7) f. p(3)vq(4)
N T

1.19. Cho vi tir p (x) duoc xac dinh nhu sau: p(:z:) = {:1:2 - 295} trén khong gian 1a tap

hop s6 nguyén. Xac dinh gia tri dung, sai ctia nhitng ménh dé:

a. p(O) b. p(l)
C. p(2) d. p(—2)
e. Ela:,p(:r:) f. V:z:,p(:z:)

1.20. Cho hai vi tr hai bién p(x,y) va q(:z:,y) duoc xac dinh nhu sau:

p(:z:,y) = {x2 > y} , q(x,y) = {:1: +2< y}. Néu khong gian 1a tap sé thuc, xac dinh gia

tri chan li cua cac ménh deé:

a. p(2,4) b. q(L7z)
c.p(-3.8) nq(13) d. p(12,13) v ¢(-2,-3)
e. p(22) > ¢(1,1) £.p(1,2) < q(12)

1.21. Trén khong gian 13 tap s6 nguyén, cho cac vi tir sau: p(z) = {z > 0}, ¢(z) = {z1a
s6 chin}, r(z) = {z 14 s chinh phuong}, s(z) = {x chia hét cho 4}, #(z) = {x chia hét
cho 5}.

a. Viét dang ki hi€u cua nhitng ménh dé sau:
i) C6 it nhat mot s6 nguyén chan.
ii) Ton tai mot s6 nguyén duong 13 s6 chan.

iii) Néu z chan thi 2 khong chia hét cho 5.
iv) Khong c6 s6 nguyén chin nio 14 chia hét cho 5.

v) Ton tai mot s6 nguyén chan chia hét cho 4.
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vi) Néu z chin va z1a sb chinh phuong, thi z chia hét cho 4.
b. Xac dinh gia tri chan li cia mdi ménh dé trén. Véi mdi ménh deé sai, hay cho mot
dan chung cu thé.

c. Viét thanh 16 céc dang ki hi¢u sau:

1) VI,[T’ (:p) = p(:l:)] i1) Va:,[s (a:) = q(a:)]
111) Vx,[s (:c) = q(:p)} iv) Va, s(x) = t_x)
V) Elx,s(x)/\% vi) V:z:,r_:zz)\/q_:z:)\/s(:z:)

1.22. Cho 3 vituc) p (m), q(x) ,r(x)nhu sau:

p(x): {.772 -7z +10 = O}, q(x): {.772 -2x -3 = O} , r(x)z {J; < O}.
a. Xac dinh gid tri dung, sai cua nhitng ménh dé sau, cho dan chung hodc giai thich cu

thé, néu khong gian 1a tap sd nguyén.

1) Vz,

p(:z:) = 7“(:1:) i1) Vx,[q (x) = r(x)]

111) Hsc,[q(a:) = r(:z:)] v) dz, [p(:c) = r(:c)]

b. Céu hoi nhu phan a) nhung khong gian 1a tp s nguyén duong.

c. Cau hoi nhu phan a) nhung khong gian chi gom hai s6 nguyén 2, 5.

1.23. Cho p (x) = {zhoc & 16p hon 5 gid mdi ngay trong tuan}. Khong gian 1a tip hop
cac sinh vién. Hay dién dat cac lugng tir sau thanh cau thong thuong.

a. Elx,p(x) b. Vx,p(x)

C. E!:r,p(:z:) C. ‘v’:c,p(:z:)
1.24. Cho vi tir p(z,y) = {z d3 hoc mén y} voi khong gian cua z 13 tap hop tt ca cac
sinh vién 16p ban va khong gian cta y 1a tap hop tat ca cac mon tin hoc ctia hoc ki ma

ban dang hoc. Hay dién dat cac luong tir sau thanh cac cau thong thuong:

a. EI:I:,EIy,p(:z:,y) b. EIx,Vy,p(:E,y)
C. V:z:,Vy,p(:z:,y) d. 31/,3117717(33;3/)
e. EIy,V:I:,p(:I:,y) f. Vy,V:L’,p(:l?,y)
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1.25. Cho vi tir: p(z) = {z ndi duogc tiéng anh}; ¢(z) = {x biét ngon ngit C++}. Cho
khong gian 13 tap hop céac sinh vién 16p Su pham Tin hoc va Coéng nghé Tiéu hoc. Hay
dién dat cac cau sau bang cach dung p(z), ¢(z), cac luong tir va cac phép toan logic.

a. C6 mdt sinh vién & 16p Su pham Tin hoc va Cong nghé Tiéu hoc néi duge tiéng Anh
va biét C++.

b. C6 mot sinh vién & 16p Su pham Tin hoc va Cong nghé Tiéu hoc néi duge tiéng
Anh nhung khong biét C++.

c. Moi sinh vién ¢ 16p Su pham Tin hoc va Cong nghé Tiéu hoc déu noi duge tiéng
Anh hogc biét C++.

d. Khong c6 mét sinh vién nao ¢ 16p Su pham Tin hoc va Coéng nghé Tiéu hoc noi
duoc tiéng Anh hoic biét C++.

1.26. Chirng minh rang v&i moi s6 tu nhién khac khong thi

n (Bn + 1)

S=2+5+8+11+14+...+(3n—1)= 5

1.27. Ching minh rang v6i moi s6 ty nhién n > 3 tacd: 3" > n* +4n+5

1.28. Tir cac s6 0, 1, 2, 3, 4, 5 ¢6 thé 1ap duoc bao nhiéu sé ti nhién ma mdi s c6 6
chir s6 khac nhau va chir sé 2 dimg canh chir s6 3?

1.29. Tir cac s6 1, 2, 3, 4, 5, 6 1ap duoc bao nhiéu sé tu nhién

a. Gom 4 chir s6

b. Gom 3 chit s6 d6i mot khéc nhau

c. Gom 4 chir sb d6i mot khac nhau va 1a chir s6 tu nhién chén

d. Gom 4 chir s6 d6i mot khac nhau va khong bat dau bang chir s6 1

e. Gom 6 chir s6 d6i mot khac nhau va hai chir s6 1 va 2 khong ding canh nhau.

1.30. Trong mot tuan ban A dy dinh mdi ngay di tham mot ngudi ban trong 12 ngudi
ban ctia minh. Hoi ban A c6 thé 1ap duoc bao nhiéu ké hoach di thim ban cta minh
(tham mot ban khong qua mot lan).

1.31. Mot lién doan bong rd ¢6 10 doi, mdi doi dau véi mdi doi khac hai 1an, mot 1an &

san nha va mot lan & san khach. Tim so tran dau duoc sap xép.
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1.32. Gia sir ta ding 5 mau dé t6 cho 3 nudc khac nhau trén ban do va khong c¢6 mau
nao dugc dung hai lan. Tim s cac cach dé chon nhitng mau can ding.
1.33. Tén 15 hoc sinh dugc ghi vao 15 to giéy dé vao trong hop. Chon té€n 4 hoc sinh

dé cho di du lich. Hoi c6 bao nhiéu cach chon cac hoc sinh.

1.34. Trong 16p hoc ¢6 30 HS. Khi viét chinh ta mot em pham 14 15i, cic em khéc
pham s6 15i it hon. Chimg minh ring c6 it nhat 3 HS méc sd 18i bang nhau (ké ca
nhitng nguoi méc 0 15i).

1.35. Chuing t6 rang trong sau s6 tu nhién bat ki ludn ton tai hai sé ma hiéu cta ching
chia hét cho 5.

1.36. Trong mdt ki thi Toan hoc c6 6 thi sinh dugc vao chung khéo. Thé 1& cta cude
thi nhu sau: Mdi thi sinh phai giai 5 bai toan. Mdi bai toan diing dwoc tinh 4 diém. Mbi
bai toan sai hodc khong lam dugc déu bi trir 2 diém. Hiy ching to rang trong 6 thi sinh

d6 c6 it nhét hai thi sinh bang diém nhau. Biét rang diém thap nhat 1a diém 0.
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CHUONG 2. QUAN HE

Trong chuong nay ching ta s& nghién ctru vé quan hé - mot trong nhitng céu
tric roi rac quan trong. Trude hét chung ta nghién ciru vé& quan hé hai ngdi, cac cach
biéu dién quan hé hai ngdi va cac tinh chit ciia quan hé hai ngdi. Tiép dén s& tim hiéu
vé hai 16p quan hé hai ngdi quan trong, d6 1a quan hé tuong duong va quan h¢ thu tu.
Cubi cung 13 phan nghién cu ngan gon vé quan hé n — ngdi, gin lién v6i md hinh
quan h¢ cua dir liéu duogc trng dung nhiéu trong Tin hoc.

2.1. Quan h¢ hai ngoi
2.1.1. Tich Descartes cua cdc tap hop
Dinh nghia 2.1. Cho hai tap 4 va B. Tich Descartes cua hai tap hop 4 va B, ki
hiéula 4 x B, 1a mét tap hop gém cac cap sép thtr tu (a, b) trongddoa € Avab € B.

AxB:{(a,b) la e Abe B}.
Chiy2.1. (a,b) =(c,d) & a=cvab=d.
Vidu 2.1. Cho A = {1,2,3},3 = {8,9,10,11}. Khi dé:

AxB:{(a,b) la e Abe B}
= {(1,8),(1,9),(1,10),(1,11),(2,8),(2,9),(2,10),(2,11),(3,8),(3,9),(3,10),(3,11)}

Dinh nghia 2.2. Cho n tap hop A, A,...,A,. Tich Descartes cua n tap hop
AL A,...,A kihiéu A x A, x...x A la tdp hop gom tit ca cac b sap thir tu » thanh

phan (a,,a,,...,a,)v6i a, € A,i=1n.

AxAx..xA = {(al,az,...,an) |a, € A,i= 1,n}
Tich Descartes Ax Ax...x A (nlan) cua tp hop 4 (n > 2) duoc viét gon la A":
A" = {(al,aQ,...,an) la, € A,i= I,_n}
2.1.2. Quan hé hai ngoi
Dinh nghia 2.3. Cho hai tap X va Y. Tap hop con S cua tich Descartes X x Y goi la
mot quan hé hai ngo6i gitra X va Y.
Néu X = Ythita goi S 1a quan hé hai ng6i xac dinh trén tap X.
Néu (x,y) € Sthitakihi¢uxSyvadocla“xcd quan hé S voiy”.
Vi dy 2.2. Gia sit X= {Lan, Nam} 13 tdp hop gdm 2 sinh vién cua Khoa Gio duc Tiéu
hoc, Y= {TRR, CSTH, CSTV} la tap hop gém cac hoc phén Toan ro1 rac, Co sé toan
hoc, Co s& tiéng Viét.

48



a < M1 e ATV v VleinlheriAn v Aing it han hanmhBe gl — Vowe U > A
Tap J 1A VoA A DNSIHNVIEN X Galig Ky noC N pilaii ¥y« A A i la mot

quan hé hai ngdi giita X va Y. Néu Lan va Nam déu ding ky hoc hoc phan Toan roi rac
TRR thi cac cdp (Lan, TRR) va (Nam, TRR) thudc S. Néu Nam ding ky hoc phan Co
s& toan hoc CSTH thi cip (Nam, CSTH) ciing thudc S. Néu Lan khong dang ky hoc
phan CSTH thi cap (Lan, CSTH) khong thudc S, tirc Lan khong co6 quan hé S véi
CSTH.

. TRR
Lan

@CSTH
Nam

@ CSTV
Hinh 2.1. Biéu dién quan hé S dudi dang do thi
Céc quan hé ciing c6 thé biéu dién dudi dang dd thi (d6 thi c6 huéng) nhu trong Hinh
2.1, & day céc dinh cua dd thi biéu thi cac phﬁn tor cua X va Y, con cac cung (canh) la
cac duong co hudng (déu miii tén) dé biéu dién cac cip sip tha ty. Ching ta ciing co
thé biéu dién quan hé nay dudi dang bang (Bang 2.1).
S TRR | CSTH | CSTV

Lan X

Nam X X

Bang 2.1. Biéu dién quan hé S duéi dang bang
Ngoai ra, néu ¢ 6 ¢ ki hiéu x ta thay bai s6 1, 6 khong c6 ki higu x ta thay boi s6 0 thi
ta c6 ma tran biéu dién mdi quan hé S nhu sau:
TRR CSTH CSTV

Lan 1 0 0

Nam 1 1 0

. 1 0 0 , L ox

Hay c6 the viéet la 11 0 néu khong s¢o nham lan.

Vidu23 Cho X ={1,2,3},Y ={8,9,10,11}. Goi R la tap hop gdm cdc cip sap thir
ty (x, y) voi xeX,yeY sao cho x la udc cua y. Khi do,
R ={(1,8),(1,9),(1,10),(1,11),(2,8),(2,10),(3,9)} 1a mot quan h¢ hai ngéi giita X va
Y.
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Hinh 2.2. Biéu dién quan hé R dudi dang do thi

Ngodi ra, c6 thé biéu dién quan hé R dudi dang bang (Bang 2.2).
Béng 2.2. Biéu dién quan hé R duwéi dang bang

R 8 9 10 11
1 X X X X
2 X X
3 X
11 11
Hay ma tran biéu dién quanhé¢ R la: |1 0 1 0.
0100

Vidy 2.4. Cho X ={1,2,3}. Goi %1 tap hop gom céc cgp sip thir tw (x, ) vi
z,y € X sao cho X nho hon hodc bang V. Khi do,
R ={(1,1),(1,2),(1,3),(2,2),(2,3),(3,3)}]a mdt quan h¢ hai ngoi giita trén X. Bidu

dién quan hé R dudi dang dd thi nhu sau:

Cyo
0

Hinh 2.3. Biéu dién quan hé R dwoi dang do thi
Vidu 2.5. Cho anh xa ff X — Y, ta goi tap G = {(x, Ax)) | x € X} < X x Y 1a db thi cta
anh xa f. Khi d6 G cling 12 mdt quan hé hai ng6i gitra X va Y.
Vi du 2.6. Cho trudc s6 nguyén n > 2, ta dinh nghia quan hé dong du modulo (modun)
n trén Z nhu sau:

Va,be Z,a=b(modn)< (a—b):n

50



Nhu véy, a=b (mod 7) nghia 1a a va b c6 cing s6 du khi chia cho n. Véin=5,tacod 7
=2 (mod 5), 9 =4 (mod 5).
2.1.3. Mét 56 tinh chit ciia quan hé hai ngéi
Dinh nghia 2.4. Quan hé hai ngdi S trén tip X goi 1a co tinh chat:
1. phdn xa néu véimoi = € X, tacod 25z
2. doi xteng néu véi moi z,y € X, zSy kéo theo ySz.
3. phdn déi xitng néu véi moi =,y € X, xSy va ySzkéo theo x = y.
4. bic cdu néu v6éi moi z,y,z € X, xSy va ySz kéo theo 5z .
Vidu2.7.
a. Tréntdp X = {2,3,4,5} xac dinh cac quan h¢ sau:
S = {(2,2), (2,3),(3,3),(3,5),(4,2),(4,4),(5,3), (5,5)}
Sy ={(2,3).(2,4),(3,2),(3.5),(4,2),(4,5),(5,3),(5,4)}
S; ={(2,2),(2,3),(2,4),(3,2),(3,3),(3,4),(4,3),(4,4)}

Bi€u dién cac quan h¢ dé dudi dang bang nhu sau:

S51213|4]5
2| x| x

3 X X
4 | x X

5 X X

S, co tinh chat phan xa, khong co tinh chat ddi xtmg vi (4,2) e S; nhung
(2,4) ¢ S, , khong c6 tinh chat bac cau vi (2,3),(3,5) € S, nhung (2,5) ¢ S, .

S 12131415
2 X | X
3| x X
4 | x X
5 X7 X

S, co6 tinh chat ddi xing, khong cé tinh chat phan xa vi (2,2) ¢ S,, khong co
tinh cht bac cau vi (2,3),(3,2) € S, nhung (2,2) ¢ S, .

S 12131415
2 x| x| X
3 x| x| X
4 X | X
5
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S, khong co tinh chat phan xa vi (5,5) ¢ S5, khong c6 tinh chat dbi xtng vi
(2,4) € S; nhung (4,2) ¢ S;, khong c6 tinh chat bac cau vi (4,3),(3,2) € S,
nhung (4,2) ¢ S;.
b. Quan hé “bang nhau” trén tap sd thuc R co tit ca cac tinh chét néi trén.
That vay:
> Tinh chit phan xa: Vx € R, ta ludn ¢ x = x
> Tinh chat ddi xing: Vx, y € R, tir x =y kéo theo y = x
> Tinh chit phan dbi xtg: hién nhién
> Tinh chit bic cdu: Vx,y,z € R, tt x =y vay =z kéo theo x =z
c. Quan h¢ “c6 cung chir sb hang don vi” trén tap hop N co6 cac tinh chét phan xa,
d6i xtmg, bic cau va khong co tinh chit phan dbi xtng.
That vay:
> C6 tinh chit phan xa:
Vx € N, ta ludn o x c6 cung chit s hang don vi véi x.
> C6 tinh chat ddi xtng:
Vx,y €N, x ¢6 cung chit s6 hang don vi véi y = y ¢6 cung chir s6 hang don vi
Vo1 X.
> Khong c6 tinh chat phan ddi xting: Vi voi x, y € N, x = 13, y = 23 14 hai s6
c¢6 cung chir s6 hang don vi nhung 13 # 23.
> Co tinh chat bac cau:
VX, y,z € N, xSy vaySz, ta cd
xSy = x ¢6 cung chit s6 hang don vi y (1)
va ySz =y c6 cung chir sé hang donviz  (2)
Tir (1) va (2) = x ¢6 cung chit s6 hang don vi voi z = xSz
d. Quan hé hai ngoi “<” thong thuong trén cac tap hop N,Z,Q,R déu c6 cac tinh
chét phan xa, phan ddi xung, bic cau.
e. Trén tap N* dinh nghia quan hé chia hét “
Va,be N', a|b<>3IqelN,b=aq
Quan h¢ chia hét trén N* ¢6 tinh chat phan xa, phan ddi xing, bac cau. Tuy
nhién khong c6 tinh chat ddi xing vi 1|2 nhung 2 / 1.
f. Quan hé bao ham “c” trén tap hop @(X)gdm cac tap hop con cia tap hop X
tuy v, ¢6 ba tinh chét: phan xa, phan di xtng va bic cau.
g. Trong tip D gdm cac dudng thiang trong mot mat phang cho trude, quan hé
“cung phuong” xac dinh boi:
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V di, d2 € D, diSd> < di cung phuong voi da
Quan hé cing phuong trén tdp D gém cac duong thang trong mot mat phang cho
trude ¢ tinh chit phan xa, d6i xtng va bac cau.
h. Trong tdp D gdm cac duong thing trong mot mit phang cho trudc, quan hé
“vudng goc” xac dinh bai:
Vd,deD,diSd<dld
Quan hé vudng goc trén tdp D gdm cac duong thang trong moét mat phing cho
trude chi cé tinh chat d6i xtmg, khong c6 cac tinh chat phan xa, phan ximg va bic cau.
2.2. Quan hé¢ twong dwong
2.2.1. Quan hé twong dwong
Dinh nghia 2.5. Quan h¢ hai ng6i S xac dinh trén tdp hop X goi 1a quan h¢ tuong
duong néu co cac tinh chat sau déy:
1. Phan xa: Vx € X, x S x
2. biximg: Vx,y € X,x Sy =y Sx
3.Biccau: Vx,y,ze X,xSyvaySz=xSz
Quan h¢ twong duong thuong ki hidu la “~”
Vidu2.38.
a. Quan hé “bang nhau” trén tap s thuc R & Vi du 2.7(b) 12 quan hé twong duong;
b. Quan hé “c6 cung chit sé hang don vi” trén tap hop N & Vi du 2.7(c) 1a quan hé
tuong duong;
c. Quan hé cing phuong trén tip D gdm cac dudng thang trong mot mit phang
cho trude & Vi du 2.7(g) 1a quan h¢ tuong duong.
d. Tro lai Vi du 2.6, véi sb nguyén n > 2, quan h¢ déng du modulo (médun) »
trén Z:
Va,beZ,a=b(modn)< (a—b):n

1a mdt quan hé tuong duong trén tap Z.
That vay:
> = (mod n) o tinh chit phan xa:
VaeZ,a-a=0=a-a:p (p#0,peN)=a=a(modn)
> =(mod n) c6 tinh chat ddi xtng:
Va,be Z,a=b(modn) =>a-b:p=-(a-b):p=>b-a:p=>b=a
(mod n)
> = (mod n) co tinh chét bic cau:
Va,b,c e Z,a=b (mod n) vab =c (mod n), ta co:
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a=b(modn)=(a-b):p (1)
b=c(modn)= (b-c):p(2)
Tu(l)va(2):(a-b+b-c):p=(a—c):p=a=c(modn).

2.2.2. Lop twong dwong va tdp thuwong
Dinh nghia 2.6. Cho quan hé twong duong ~ trén X va phan tir a € X. Tap hop
E:{xeX|x~a}:[a]
goi 12 16p twong duwong ciia phan tir a theo quan hé ~.

(X2
~

Dinh ly 2.1. Cho quan hé twong duong trén tap hop X. Quan hé twong duong

“~” chia tap X thanh cac tp con khong rong, d6i mot rdi nhau sao cho mdi phﬁn tor
ciia X déu thudc va chi thude mot trong céc tap con éy va cac phﬁn to trong cung mot
tap con thi tuong duong vdi nhau.
Nghia la:
1. Va e X, [a] # I;
2.Va,be X, [a]=[b] < a~Db;
3.Va, b e X, [a] =[b] hodc [a] N [b] = .
Churng minh:
1.Vae X,a~a. Dodb a € [a], suyra[a] # .
2. (=) Giasu [a]=[b],doa e [a]=[b]suyraa~b(1).
(<) Nguoc lai, gia stra ~ b. Khi do, V x € [a], x ~ a. Do tinh béc cau nén suy
rax ~b, vay x € [b]. Suy ra [a] < [b].
Tuong tu ta cling chiing minh dugc [b] < [a].
Do d6, [a ] =[b] (2).
Vay a~bsuyra[a] =[b].
3.Gia st [a] N [b] # D. Khi d6, 3 ¢ € [a] N [b],dod6c~avac~b. Ma~cd
tinh chat d6i xng nén suy ra a ~ ¢ va ¢ ~ b. Ap dung tinh chét bac ciu cta ~, ta co a ~
b. Vay [a] = [b] (theo Pinh Iy 2.1.(2)).
Dinh nghia 2.7. Tap hop céc 16p twong duong xac dinh boi quan hé twong duwong
~ goi l1a tap thuong cua tap hop X va ki hiéu la X/ ~.
X/ ~= {5 lae X }
Vidu2.9.
a. Quan hé “cung chit s6 hang don vi” trén N 1a quan hé tuong dwong & Vi du
2.8(b). Quan h¢ nay co cac 16p tuong duong sau:
0= {x € N|x c6 chit s6 hang don vi 1a 0}
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1 = {x € N|x ¢6 chit s hang don vi 1a 1}
9= {x € N|x c6 chir s6 hang don vi 1a 9}
va tap thuong N/ “cung chir sb hang don vi” = { 6, 1 ,...,§ }.
b. Véi sb nguyén n > 2, quan hé “ddng du theo modulo »” 1a mot quan hé tuong
duong theo Vi du 2.8(d). Quan hé nay co cac 16p tuong duong:
0={xeZ|x=0(modn)} ={nk |k € Z}
T:{er|xEl(modn)}:{nk+l|keZ}
m:{erMEn—l(modn)} :{nk+n—l|k EZ}
Tap thuong cua tap s nguyén Z ddi véi quan hé “dong du theo modun n” 1a
Z/ =(modn)={a|aeZ}= {6,T,§,...,E}.

Qua cac vi du trén ta c6 nhan xét rﬁng: Xuét phat tir mét tap hop da cho va mot
quan h¢ tuong duong trén tap éy ta xay dung dugc mot tap hgp madi ma cac phﬁn tr la
cac 16p tuong duong.

2.3. Quan h¢ thuwr tw
2.3.1. Quan hé thir tw
Dinh nghia 2.8. Quan hé hai ngdi S trén tip hop X goi 1a quan hé thtr tu néu cd
céc tinh chét
1. Phan xa: Vx € X, x S x
2. Phan d6i ximg: Vx,y € X, xSy vaySx=>x=y
3.Biccau: Vx,y,ze X,xSyvaySz=xS z
Vidu2.10.
a. Quan h¢ hai ng61 “<” thong thuong trén cac tap hop N,Z,Q,R & Vidu 2.7(c) 1a
mot quan h¢ thir ty.
b. Quan hé chia hét “I” & Vi du 2.7(d) 1a quan hé thir tu trén tap N™.
c. Quan hé bao ham “c” trén tap hop @(X)gdm cic tip hop con clia tap hop X
tuy v 0 Vidu 2.7(e) 1a quan hé thu tu.
Chuy 2.2
> Quan hé chia hét 1a quan hé thir tu trén N* nhung khong phai 1a quan hé thi ty
trén N (vi 0 khong thé 13 udc cta 0 nén quan hé chia hét trén N khong c6 tinh

chat phan xa) va ciing khong phai 12 quan hé thi tu trén Z.
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> Quan hé < (nho hon hay bang) thong thudng trong cac tap hop sb 13 quan hé
thur tu.
bay 1a mdt quan h¢ thi tu dién hinh dén ndi nguoi ta muon ki hi¢u “<” dé chi
thir ty ngay ca trong truong hop téng quat. Trong trudng hop tong quat x <y khong
nhit thiét mang y nghia thong thuong. Vi vdy, quan hé thir tu thuong ki hiéu 1a “<”
(doc 12 “nho hon hoic bang”).

Dé tranh nham 13n, khi nao quan hé “<” mang y nghia thong thuong thi ta s& néi

10.

Vx,y € X, ki hiéu:

x <y <y >x vadoc 1a “y 1on hon hoic bang x”

x <y<>x<yvax=#yvadocla “x nhd hon y”, “x diang trudc y” hay “x thuc sy
nho hon y”

Néu co x <y taconcody >x vadoc la "y 16n hon x”
Chu ¥ rang quan hé “<” khong phai 1a quan hé thir tu.
2.3.2. Quan hé thir tw toan phéin — Tap sdp thir tw
Tap hop X trén d6 cé xac dinh mot quan hé thr ty goi 1a tap sép thir tu (theo
quan h¢ thu ty do).
Trong mot tap sap thir tw ¢6 thé xay ra hai truong hop:
1. Moi cip phan tir x, y ciia X déu nam trong quan hé thtr ty 6. Néi khac di,
Vx,y € Xta nhét thiét c6 hodc x < y hoac y <x.
2. Khong phai moi cdp cia X déu co thé so sanh duoc nghia 1a ¢6 cip x, y sao
cho takhong co cax <y lany <x.

Dinh nghia 2.9. Quan h¢ thu ty “<” trén tdp hop X goi 1a quan h¢ thir ty toan
phﬁn néu moi phﬁn tir cua tap hop X déu so sanh duge véi nhau. Thc 14 V x, ye X, x
<yhodcy<x.

Khi d6 tap X goi la tap sip thr tu toan phan.

Trudng hop tréi lai, tap X goi 14 tap sip thir ty bo phan.

Vidu2.11.

a. Quan h¢ “<” trén tap N 1a quan h¢ thu tu toan phﬁn vi V a,b € N thi hoaca<
b hodc b<a.

b. Quan hé chia hét “|” trén tap N* 1a quan hé tht ty bd phan vi hai phan tir bat ky
khong thé so sanh duoc.

Chang han: 5 khong phai 1a uéc cia 7 va 7 ciing khong phai 1 wdc cia 5.

c. Quan hé bao ham “c” trén tap P(X) l1a quan hé thir ty by phan vi hai tdp con A,
B batky ciia X thi A BvaB ¢ A.
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Tuy nhién véi X = & hodc X 1a don tu thi P(X) voi quan h¢ “c” 1a quan hé thir

tu toan phan (danh cho ban doc).
2.3.3. Cdc phan tiv dic bigt
Dinh nghia 2.10. Cho (X, <) 1 tap sap thir ty.
1. Phan tir a € X goi 1a phan ttr 16n nhat (phan tr nho nhat) ca tip hop X néu:
Vx e X, x<a(a<x)

2. Tap X goi 1a tap sap tot néu moi tap con khong rdng cta né déu c6 phan tir nho
nhit.
Chii y 2.3. Tap X khong c6 qua mot phan tir 16n nhit (nho nhat)
Vidu2.12.

a. Trong tap hop sap thir tw N v6i quan hé “<”, phan tir 0 1a phan tir nho nhat,
khong c¢6 phan tir 16n nhét.

Tuy nhién trong tap hop sip tht ty Z véi quan hé “<”, khong c6 phan tir nhd nhat
va khong c6 phan tir 16n nhat

b. Xét tap sdp thir tw N* véi quan hé “chia hét” phan tir 1 13 phan tir nho nhét,
khong c¢6 phan tir 16n nhét.

c.Cho A= {2,3,5,6} vaB={2,4, 6} 1a cic tip con cua tap hop N" v4i quan hé
thir tw 1 quan hé chia hét.

Tap A khong c6 phan tir 16n nhat, phan tir nho nhét.

Tap B khong co phan tir 16n nhét, ¢6 phan tir nho nhat 13 2.

d. Trong tap hop sip tht ty N v6i quan hé “<” 1a mot tap sap thir tu tot.

Tap hop sap thtr ty Z, Q, R voi quan hé “<” khong phai 1a tap sap thir tu tot vi
khong c¢6 phan tir nho nhat.

e. Tap sap thir tw N* v6i quan hé chia hét “\” khong phai 1a tip sap tha tu tt vi
khong ¢ phan tir nho nhat.

Chéng han, tip con {2, 3, 5, 7 }khong c6 phan tir nhd nhat.

f. V6i tap hop X tuy y, tap hop cac tap con P(X) cua X véi quan h¢ thu ty “c” X
1a phan tir 16n nhat, @ 1a phan tir nho nhat.

Dinh nghia 2.11. Cho (X, <) 1a tap sap thir ty va A 13 tap con khac rdng cta X

1. Phan tir x € X goi la can trén (can dudi) ciatip AnéuV a e A, a<x (x<a)

2. Can trén bé nhit cua tap A, ki hi¢u SupA goi 1a can trén dung. Can dudi 16n
nhét, ki hiéu InfA goi 13 can duéi dung.
Chuy 2.4.

> Moi bo phan A cua tap sap thi tuw X c6 thé khong c6 chin trén (chin dudi)

nhung cling c6 thé c¢6 nhi€u chan trén (chan dudi)
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> Phan tr x € X 13 phan tir 10n nhit (nho nhat) cua A khi va chi khi x 14 chin
trén (chan dudi) cua A.

> MBoi bo phan A cua X néu c6 chan trén (chan dudi) ding thi no 1a duy nhét.
Vidu 2.13.

a.Cho A={xeR|1<x <2} moi x > 2 déu 14 can trén, moi x < 1 déu 1a can
dudi cua A.
Téap A co6 can trén ding supA =2 ¢ A va can dudi ding infA =1 €A.

b.Cho A={2,3,5,6} vaB = {2, 4, 6} 1a cic tap con cta tdp hop N" v4i quan hé
thir tw 12 quan hé chia hét.
Tap A khong co cin dudi, can trén ding supA= 30 va cac sd c6 dang n = 30k, k eN”
déu 1a cac can trén cua A.
Tap B c6 phan tir nho nhét 1a 2, khong c6 phan tir 1on nhat.

c. Vi tap hop X tuy v, tap hop cac tap con o (X) cia X véi quan h¢ tha ty “c”.
Véimoi A, B € p (X), goi M= {A, B}. Khi do:

Sup(M)=A uBvalInf(M)=A nB.

Dinh nghia 2.12. Cho (X, <) 1a tap sap tht ty va A 1a tap con khac rdng cua tap
X
Phén tira € A goi la phan tir t6i dai (phan tir t6i tiéu) cua tap hop A néu

Vx € A, a<x kéo theoa=x (x <akéo theo x =a)

Chuy 2.5.

> Néu phan tir a 1a phan tir toi dai (tdi tiéu) cia X ma a € A thi a ciing 1a phan

tir i dai (tdi tiéu) cua A. Nhung diéu nguoc lai khong ding.

> Tap A c6 thé c6 nhiéu hoic khong cé phan tir toi dai (t6i tiéu).

Dinh Iy 2.2. Néu A 1a tip con khéc rdng cua tap sap thir tr X c6 phan tir 16n nhat
(nho nhat) a thi a 14 phan tir t6i dai (t6i tiéu) duy nhét ciia A.
Churng minh:

Gia sir a 1a phan tir 16n nhat (nho nhat) cia A. Khi d6, Vx € A, x < a (a< x).

Voivx e A, gidsta<x(x<a)vicox<a(a<x)nénx=a.

Vay a 13 phan tir tdi dai (t6i tiéu) cua A.

Gia str A ¢6 2 phan tir toi dai (t6i tiéu) 13 a va a’. Khi d6 do a 1 phan ttr 16n nhit
(nho nhit) nén a’ < a (a < a’). Mit khac do a’ 12 phén tir téi dai cia Anéntira’ <a(a <
a’) kéotheoa=a’.

Viy a 1a phan tir toi dai (t6i tiéu) duy nhat.

Dinh Iy 2.3. A 1a tap con khac rdng cta tap sip thi tu toan phan X c6 phan tir [6n
nhat (nho nhat) a khi va chi khi a 13 phan tir t6i dai (t6i tiéu) cua A.
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Churng minh:

Theo dinh 1y 2.2 néu a 1 phan tir 16n nhat (nho nhat) thi a 1 phan tir toi dai ( toi
tiéu)

Ta chitng minh ménh dé dao:

Gia str, a € A 1a phan tir toi dai (tdi tiéu) ciia A. Vi X 14 tap sap tha tu toan phan
nén A ciing 1a tap sap thir ty toan phan.

VxeA giasta<x(x<a).Khidd, voia<x(x<a)tasuyrax=a Mau
thuan véi a <x (x < a).

Viy x < a (a < x). Nghia 1 a I phan tir 16n nhit (nho nhat).
Vidu2.14.

a. Trong tap hop sap thir ty N véi quan hé <, phan tir 0 14 phan tir tdi tiéu duy
nhat, khong c6 phan tir tdi dai.

b. Xét tap sdp thi tu N* v6i quan hé “chia hét” phan tir 1 phan tir t6i tiéu duy
nhat, khong c6 phan tir toi dai.

Cho A= {2,3,5,6} vaB = {2, 4, 6} 1a cic tp con cua tap hop N v4i quan hé
thir tw 1 quan hé chia hét.

Tap A c6 cac phan tir toi dai 13 5 va 6, cac phan tir toi tiéu 12 2, 3 va 5.

Tap B c6 phan tir toi tiéu 1a 2, cac phan tir t6i dai 12 4 va 6.

c. Véi tap hop X tuy y, tap hop céc tap con o (X) cia X véi quan hé thir ty “=”
X 14 phan tir tbi dai, & 1a phan tir tdi tiéu.
2.4. Quan h¢ n-ngoi va ing dung

Dinh nghia 2.13. Cho n tdp hop A, A,,..., A,. Tap hop con S cua tich Descartes
A xA x...xA 1a mot quan hé n - ngdi trén cac tap hop A, A,...,A,. Cac tap
A, A, ..., A duge goi la cac mién clia quan hé do.
Néu A = A =...= A = A thitagoi S la quan hé n - ngdi xac dinh trén 4.
Vidy 2.15. Cho S = {(a,b,c) la,bce Z,a<b< c}. Khi d6 S 1a quan hé 3 - ngdi xéc

dinh trén Z . Taco (2,4,5) € 9,(4,2,5) ¢ S.

Cac quan hé n — ngdi duoc dung dé biéu dién cac co sé dit liéu cua may tinh.
Thot gian doi héi dé thao tac thong tin trong mdt co s¢ dir li¢u phu thudc vao cach
thong tin dugc luu trit nhu thé ndo. Cac phép thém va xo6a cac ban ghi, cap nhat cac
ban ghi, tim kiém cac ban ghi va t6 hop cac ban ghi tir cac co so dit liéu chéng pha 1én
nhau dugc thyc hién hang triéu 1an mdi ngay trong mét co s¢ dir li¢u 16n. Vi tam quan

trong cla cac thao tac ndy, nguoi ta da phat trién cac phuwong phap khac nhau dé biéu
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dién cac co sé dit liéu. Trong muyc nay chiing ta s& xét phwong phap dya trén khai niém
quan h¢, d6 1a mé hinh quan hé cua dir liéu.

Mot co so dir liéu gdm céc bdn ghi, d6 14 cac bo n thanh phan duoc tao bdi cac truong.
Céc trwong 1a cac muc nhap cua cac by n thanh phén. Vi du, mot co s& dir liéu gém
cac ban ghi vé sinh vién c¢6 thé duoc tao boi cac truong chira ma sinh vién, ho tén,
ngdy sinh, nganh hoc, ndm vao hoc, diém trung chung binh tich lity, s tin chi tich liy,
s6 chimg minh nhan dan, email cua sinh vién d6. M6 hinh quan hé cta dit liéu biéu
dién mot co sé dit liéu gdm céac ban ghi nhu mot quan hé n — ngdi. Nhu vay cac ban
ghi vé sinh vién dugc biéu dién boi cac bo 9 thanh phan (M3 sinh vién, ho tén, ngay
sinh, nganh hoc, nim vao hoc, diém trung binh chung tich lily, s6 tin chi tich lity, sd
ching minh nhan dan, email cua sinh vién).

Sau day 1a mot co s dit liéu minh hoa gém 5 ban ghi nhu trén.

Bang 2.3. Co s dir liéu vé sinh vién

Piem <
So
. trung B
. Nam . tin .
Ma sinh . N A binh P Email
- Ho tén sinh vién | Ngay sinh | Nganh hoc | vao chi | So CMND
vién chung i
hoc , tich
tich .
- liy
lay
Tran Nguyén Van 17-10- Gido duc 3220120004@ued.
3220120004 N 2020 | 3,22 36 | 201871877
Anh 2002 Tiéu hoc udn.vn
< N 19-05- SPTH&CN 3220120023 @ued.
3220120023 | Nguyen Ngoc Sy 2 2020 | 2,75 36 | 201801303
2002 tiéu hoc (*) udn.vn
R . 03-10- Gido duc 3220120029@ued.
3220120029 | Lé Thi Ngoc Ha N 2020 | 3,25 40 | 201882444
2002 Tiéu hoc udn.vn
N . . 23-04- ) 3210120033 @ued.
3210120033 | Tran Thi Nhu Hoa Toan hoc | 2020 | 2,89 38 | 201875420
2002 udn.vn
x . 22-03- . 3230120034@ued.
3230120034 | Nguyen Thi Hoa Tin hoc 2020 | 2,75 36 | 206277317
2002 udn.vn

(*) SPTH&CN tiéu hoc: Sw pham Tin hoc va Cong nghé tiéu hoc.

Chung ta thudng biéu dién cac quan hé dudi dang bang nén cac quan hé dugc st
dung dé biéu dién cac co so dit liéu con duoc goi la cac bdng, nhu Bang 2.3 & trén.
Mot mién clia mot quan hé n — ngdi dugc goi 1a khda co ban (primary key) khi gia tri
ctia bo n thanh phan tai mién d6 xac dinh bo n thanh phan iy. Nghia 14, mot mién la
mot khoa co ban khi khong c6 hai bd n thanh phan trong quan hé d6 c6 cing mot gia
tri tai mién do.

Céc ban ghi thuong dugc thém hay bi xo6a di khoi cac co so dir licu. Vi thé, viéc mot
mién 1a khéa co ban sé phu thudc vao thoi gian. Do d6, khdéa co ban can can duogc
chon sao cho no van giit dugc tinh chat d6 bat ky khi ndo co sé dit liéu bi thay doi.

bicu nay co6 thé thuc hién dugc bang cach dung khoa co ban cta ngi ham co sé dit ligu
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— ndi ham chira tat ca cac b n thanh phan ma ta c6 thé bao ham trong mot quan hé n —
ngoi biéu dién co so dir lidu do.
Vi du 2.16. Cac mién nao 1a khéa co ban dbi voi quan hé # - ngdi duoc biéu dién trong
Bang 2.3, khi gia thiét rang khong c6 bd n thanh phan nao s& duoc thém vao trong
tuong lai.

Trong Béang 2.3 chi ¢c6 mot bo 9 thanh phan d6i v6i mdi ma sinh vién nén mién
M3 sinh vién 12 mot khoa co ban. Tuong tu, trong bang d6 chi c6 mot b 9 thanh phan
d6i voi mdi sinh vién nén mién Ho tén sinh vién ciing 14 mot khoa co ban. Ngay sinh,
s6 chirmg minh nhan déan, email trong bang nay 1a duy nhat nén Ngay sinh, S6 ching
minh nhan dan, Email ciing 13 cac khéa co ban. Tuy nhién, mién Nganh hoc, Nam vao
hoc, Piém trung binh chung tich lity, S6 tin chi tich liiy khéng phai 1a khoa co ban vi
co chira hon mot bd 9 thanh phﬁn chira cung mot nganh hoc, mdt nam vao hoc, mot
diém trung binh chung tich Iy, ciing mét sd tin chi tich liy.

Dinh nghia 2.14. Xétmsd nguyén 1 < i, <i, <...<i <n.Anhxa
A XA XA > A XA X x A

(a),ay,...a,) = (a,,a,,...,a, )

T

Ulyeety

duoc goi 1a mot phép chiéu.

N6i cach khac, phép chiéu 7, . x0adin—m thanh phan ctia bo # thanh phan, chi giir
lai cac thanh phan tha Ty lyyeenyl, o

Dinh nghia 2.15. Néu S 1a mot quan hé trén A, A,,..., A thi 7. . (S)duge goi
1a quan hé chiéu cua S.

Chii y 2.17. Quan hé chiéu 7,

iy iy,

(S)la mot quan h¢ trén A, A, ..., A .

Vi du 2.18. Xéc dinh quan hé chiéu ctia quan hé cho boi Bang 2.3 thong qua thyc hién
phép chiéu T

Khi dung phép chiéu 7, ¢ thi cac cot thu nhat va thtr 6 trong Bang 2.3 s& duoc giir lai,
con lai s€ bi x6a di. Do do ta s€ nhan duoc cap biéu dién ma sb sinh vién va diém

trung binh chung tich liy cta sinh vién d6. Bang 2.4 1a két qua ctia phép chiéu Ty

Bang 2.4.
Ma sinh vién Piém trung binh chung tich liy
3220120004 3,22
3220120023 2,75
3220120029 3,25
3210120033 2,89
3230120034 2,75
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Vi du 2.19. Xéc dinh quan hé chiéu cta quan hé cho boi Bang 2.3 thong qua thyc hién

phép chiéu 7, , .

Bang 2.5 biéu dién cho quan hé chiéu thu dugc qua phép chiéu T, 44 1€n Bang 2.3.

Bang 2.5.
.. N . Piém trung binh Email
Ho tén sinh vién Nganh hoc L
chung tich luy
. X Gido duc
Tran Nguyen Van Anh n 3,22 3220120004@ued.udn.vn
Tiéu hoc
N . SPTH&CN
Nguyén Ngoc Sy 2 2,75 3220120023 @ued.udn.vn
ti€u hoc
) Giao duc
L& Thi Ngoc Ha 2 3,25 3220120029@ued.udn.vn
Tiéu hoc
Tran Thi Nhu Hoa Toan hoc 2,89 3210120033@ued.udn.vn
Nguyén Thi Hoa Tin hoc 2,75 3230120034@ued.udn.vn

Chii ¥ 2.6. Ciing c6 thé xay ra truong hop mot s6 bd n thanh phan trong quan hé ban
dau c6 gia tri nhu nhau trong tit ca m thanh phan cua mot phép chiéu va chi khac nhau
dbi v6i cac thanh phan bi x6a boi phép chiéu d6. Khi d6, néu thue hién phép chiéu do
1én quan hé ban déu thi thu duogc quan hé chiéu duoc biéu dién qua bang c6 $6 hang it
di. Chang han, xét vi du 2.4.5.

Vi du 2.20. Xac dinh quan hé chiéu cta quan hé cho boi Bang 2.3 thong qua thyc hién

phép chiéu Tz

Bang 2.6.
Nim vao hoc | Piém trung binh chung tich liiy | S0 tin chi tich liy
2020 3,22 36
2020 2,75 36
2020 3,25 40
2020 2,89 38

Béng 2.6 biéu dién cho quan hé chiéu thu duoc qua phép chiéu 7T;4;1€n Bang 2.3. Cha
y rang sau khi phép chiéu duoc thuc hién, sé dong trong Bang 2.6 s& it hon so véi
Bang 2.3.
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, TIEU KET CHUONG 2
A. H¢ thong cac ngi dung trong tim
Trong chuwong ndy, chung ta d3 nghién ctru cac quan hé trén co so 1y thuyét tap
hop. Cac quan hé n — ngdi duoc ding dé biéu dién cic co s¢ dit liéu ctia may tinh.
Thoi gian doi hoi dé thao tac thong tin trong mot co sé dit liéu phu thudc vao cach
thong tin dugc luu trir nhu thé ndo. Cac phép thém va xoéa cic ban ghi, cap nhat cac
ban ghi, tim kiém cac ban ghi va t6 hop cac ban ghi tir cac co so dit liéu chéng pha 1én
nhau dugc thyc hién hang triéu 1an mdi ngay trong mét co s¢ dir li¢u 16n. Vi tam quan
trong ctia cac thao tac nay, nguoi ta dd phat trién cac phuong phap khac nhau dé biéu
dién cac co so dir liéu. Trong chuong ndy ching ta da tim hiéu vé phwong phéap dua
trén khai ni¢ém quan h¢, d6 1a mé hinh quan h¢ cta dir liéu dugc ung dung nhiéu trong
Tin hoc. Sau day 1a mot s6 thuat ngit chinh ciia chwong 2:
Tich Descartes cua hai tap hop
Tich Descartes cua n tap hop
Quan hé hai ngoi
Biéu dién quan hé dudi dang do thi, bang. Ma trdn biéu dién quan hé.
Cdc tinh chat cia quan hé hai ngéi: phan xa, déi xirng, phdan doi ximg, bdc cau.
Quan hé twong duwong
Lop twong duong
Tap thuong
Quan hé thi ty
Quan hé thir ti toan phan
Tdp sdp thir tw
Cac phén tir dac biét cua tap scfp thir tw va cua tdp con cua mot tdp S(jp thir tw
Quan hé n - ngéi
B. N¢i dung thio ludn — Nhiém vu tu hgc
1. Quan hé hai ngéi 1a gi? Cho cac vi du vé& quan h¢ hai ngbi giita hai tap hop,
quan hé hai ng61 xac dinh trén mot tap hop.
2. Céc cach dé biéu dién quan h¢ hai ng61? Cho cac vi du minh hoa.
3. Mot sb tinh chat ciia quan hé hai ngdi 13 gi? Cho vi du minh hoa twong tng
v6i mdi tinh chat do.
4. Quan h¢ tuong duong, 16p twong duong, tdp thuong la gi? Cho céc vi du
minh hoa.
5. Quan h¢ thu tu, tap sa"lp thir ty, tap sa"lp thu tu toan phﬁn, tap sa"lp thur tu bo

phan, tap sap t6t 1a gi? Cho cac vi du minh hoa.
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6. So sanh su khac nhau gilta quan hé twvong duong va quan hé thu ty. Tim vi
du vé mot quan h¢ hai ng6i vura 1a quan h¢ twong duong vura 1a quan hé thu
tu.

7. Cac phﬁn tr ddc biét d6i véi tap sép tht tu, d6i voi tap con cua tap sép thu
tur 1a gi? Cho vi du minh hoa twong ng véi mdi khai niém do.

8. Quan h¢ n - ngoi 1a gi? Cho vi du minh hoa.

C. Bai tap Chuong 2
2.1. Liét ké cac cap sap thr tu trong quan hé S giita X = {0,1,2,3,4} va
Y ={0,1,2,3}, trong d6 (a,b) € S néu va chi néu:
a)a=>b d)a+b=4
bya>b e)a|b
¢)UCLN(a,b)=1 f)BCNN(a,b)=2
2.2. Trén tdp X ={1,2,3,4,5,6} xac dinh céc quan h¢ S,,S,,...,Ssnhu sau:

a)aSibsa=bh
byaS:bea<h
c)aS;bsa<b
d) a S4 b < a chia hét cho b
e)a Ssbh< a+blasdchin
Hay liét ké cac phan tir cia cac quan hé do.
2.3. Cho quan hé¢ S ={(a,b)|b: a} xac dinh trén tdp X ={1,2,3,4,5,6}.
a) Liét ké cac cap sip tha ty trong quan hé S.
b) Biéu dién quan h¢ trén bang do thi.
¢) Biéu dién quan hé trén bang bang.
d) Tim ma tran biéu dién quan hé S.
2.4. Cho céc quan hé trén tdp X = {1,2,3,4} , hay xac dinh cac quan h¢ c6 tinh
chét phan xa, ddi xung, phan ddi xung, bic cau.
a) {(1,3),(1,4),(2,3),(2,4),(3,1),(3,4)}
b) {(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,3),(4,4)}
c) {(2, 2),(2,3),(2,4),(3,2),(3,3),(3,4)}
d) {(1,1),(2, 2),(3,3),(4,4)}
e) {(1,2),(2,3),(3,4)}
) 1(2,4),(4,2)]
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2.5.Cho X = {0, 1, 2} . M&i phat biéu sau x4c dinh mot quan hé S trén X boi xSy

néu khang dinh 13 dung dbi véi z,y € X . Viét mdi quan hé nhu mét tap hop

cac cap sap thi tu.

a)ym<n d)mn =0 g)ym’ +n’ =2
bym <n e)ymn =m h)ym* +n’ =3
c)ym=mn fim+neX i)m:max{n,l}

Céc quan hé nao co6 tinh chat phan xa, d6i xung, phan doi xirng, bac cau? Viet
ma trén va vé céac do thi tuong tng.

2.6. Cho ma tran cua cac quan hé sau:

1 10

a)l 0
1

1 0
b)|0 1 c)
10

= o =
= o O
S = O
S O

1 1
0 1
V& do thi cta cac quan h¢ trén. Quan h¢ nao co tinh chét bic cau?
2.7. Quan h¢ S trén Z dugc dinh nghia boi:
mSn néu va chi néu m + n =0 (mod 3)

S ¢6 tinh chét phan xa, d6i xtmg, phan d6i x(img, bac cau khong? Vi sao?
2.8. V6i m,n € Z , dinh nghia quan hé S: mSn néu m —n 1. S ¢6 tinh chat phan
xa, ddi xtng, phan ddi xing, bac cau khong? Vi sao?
2.9. Xac dinh xem quan hé S trén tap moi ngudi c6 tinh chat phan xa, d6i xtng,
phan ddi ximg, bac cau khong, trong d6 (a,b) € S néu va chi néu:

a) a cao hon b.

b) a va b c6 cung ngay sinh.

c) a va b cung tén.

d) a va b c6 cung mot 6ng.
2.10. Trén tap X tat ca cac tré em xac dinh quan hé¢ # nhu sau:

Va,beE X, aRb e a, bcodcung bd va cung me.
a) Chimg minh & 1a quan hé tuong duong.
b) Két luan trén c6 con ding khong véi quan hé &’ xac dinh sau day:
Va,b€ X,a R b e a,bcodcung bd hodc cung me.
2.11. Trong tap R x R xac dinh mdt quan hé hai ng6i S nhu sau:
Y (X1, 1), (X2, ¥2) € Rx R, (x1, y1) S (X2, y2) < X1 = X2
a) Chtrng minh rang S 1a quan hé twong duong trén R x R.
b) Xéc dinh 16p twong duong [(a, b)], (a, b) € R? va tap thuong R?*/ S? Hay

biéu dién hinh hoc tap thuong nay.
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2.12. Cho X 1a tap cac diém trén mat ph'flng, O la mot diém trude thudc X. Trén
tap X xac dinh cac quan hé Si, Sz va S; nhu sau:
VM,NeX,MSiN< OM=O0ON
VM,N e X,M S; N < O, M, N thiang hang
VM,N € X\ {0}, M S; N < O, M, N thang hing
Trong cic quan h¢ & trén, quan hé nao l1a quan hé tuwong duong? Tim tdp
thuong.
2.13. Trén tap N cac sb tu nhién xéac dinh céc quan h¢ S nhu sau:
Va,b €N, a Si b < a, bco ude sd chung 1a p (p khong doi, p = 1)
Va,b €N, a S;b <> a + b 13 s6 ty nhién chén.
Trong céc quan hé & trén, quan hé nao 1a quan h¢ thtr ty, quan h¢ nao 1a quan hé
twong duong? Tim tap thuong cua cac quan hé twong duong.
2.14. Trén tap Z céc sb nguyén, xac dinh quan hé * va & nhu sau:
Va,bEZ,a*b@a=b=0hoéca,bc1‘1ngd§1u.
Va,b€Z, a #b< a=b (mod 3) < (a—Db) chia hét cho 3
a) Chung minh * 1a quan hé twong duong. Tim tap thuong Z /*
b) Chung minh & 1a quan hé tuong duong. Tim tap thuong Z /R.
2.15. Xét quan hé = (mod 4) trén tdp Z: V a,b €Z,a=b (mod 4) < (a—b) : 4

a) Chung minh = (mod 4) 1a mdt quan hé tuong duong trén Z.
b) Tim 16p twong duong 3.
¢) Tim tap thuong cta Z theo = (mod 4).
2.16. Xét quan hé = (mod 7) trén tdp Z: V a,b €Z,a=b (mod 7) < (a—b) : 7

a) Chirng minh = (mod 7) 1a m§t quan h¢ tuvong duong trén Z.
b) Tim 16p tuong dwong 3.
c¢) Tim tap thuong cia Z theo = (mod 7).
2.17. Xét quan hé hai ng6i ~ trén tap Z x VAR
V(a b) (c,d) ELxL":(a,b)~(cd) = a.d=b.c

a) Chirng minh ~ 1a mot quan hé tuong duong trén Z x Z*.
b) Tim 16p tuwong duwong (3,1).

¢) Tim 16p tuong duong (4,9).
2.18. Xét quan hé hai ngdi ~ trén tdp N x N:
Via b),(c,d) ENxN: (g, b)~(c,d)—sa+d —b+c
a) Chirng minh ~ 1a mét quan hé tuong duong trén N x N,
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b) Tim 16p tuwong duong (3,1) .

¢) Tim 16p twong duong (2,7).

2.19. Trong tap hop @ (X) gdm céc tap con cua tap hop X, quan hé S dugc cho

nhu sau:

VA Be p(X),ASB&AcCB
a) Chirng minh rang S 1a mot qua hé th ty. V6i diéu kién nao cta X thi S 1a

quan hé thir ty toan phan?

b) Tim phén tir nho nhat, 16n nhat, t6i dai, t6i tiéu cua tap hop @ (X) ddi vai

quan h¢ S.

2.20. Trong tap hop cac s6 thuc R cho quan hé Si, S,
VabeR aS bea?<h?
VabeR aSsbea’<h’

Quan hé nao la quan hé thr tu? Quan hé¢ nao 1a quan hé thur tu toan phﬁn?

221. Gia sit A ={U,V,W,X,Y,Z| (md sb cia cic logi ngii

cde),

A=A =A =A =7Z". Xé quan hé¢ S gilta cac tap A, A4,, A, A, A cho bdi

bang dudi day:
Mai s6 Luwong Lwong Lwong Lwong
dwong/dvtt vitamin vitamin protein/dvtt
Aldvtt C/avtt
U 25 25 6
\Y 7 25 4
W 12 25 4
X 0 60 40 20
Y 3 25 40 10
V4 2 25 40 10

a) Hiy tim quan hé chiéu ciia S khi thyc hién phép chiéu 345

b) Hay tim quan hé chiéu ctia S khi thuc hién phép chiéu iy

¢) Hiy tim quan h¢ chiéu ctia S khi thyc hién phép chiéu Ty 345

d) Hay tim cac khoa co ban cua S.

2.22. Xét quan hé S cho boi bang sau:

Hang hang khong

So chuyén

Noi dén

Thoi gian cit
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bay canh
Nadir 122 34 Detroit 8:00AM
Acme 221 22 Denver 8:17AM
Acme 122 33 Anchorage 8:22AM
Acme 323 34 Honolulu 8:30AM
Nadir 199 13 Detroit 8:47AM
Acme 222 22 Denver 9:10AM
Nadir 322 34 Detroit 9:44AM

a) Hay s& nhan duoc gi khi thuc hién phép chiéu 7ry351€n quan h¢ S.

b) Hay tim quan hé chiéu ciia S khi thuc hién phép chiéu Tyoy-

¢) Hiy tim quan hé chiéu ctia S khi thyc hién phép chiéu iy

d) Can phai dung phép chiéu nao dé x6a cac thanh phan thir nhat, thir hai va

thir tu ciia mot bo gém 6 thanh phﬁn?

e) Hay tim céc khoa co ban cua S.
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CHUONG 3. THUAT TOAN VA LY THUYET PO THI
3.1. Thuat toan
3.1.1. Thudt todn va cich biéu dién thudt todn

3.1.1.1. Khai niém thudt todan

Trong toan hoc va khoa hoc may tinh, mQt thudt toan, con goi la giai thuat, 1a
mot tp hop hitu han cac huéng dan duge xac dinh 16 rang, co thé thuc hién duogc béng
may tinh, thuong dé giai quyét mot 16p van dé hodc dé thyc hién mot phép tinh. Cac
thuat todn luon rd rang va dugc str dung chi rd vi¢c thuc hién cac phép tinh, xi 1y di
li¢u, suy ludn ty dong va cac tac vy khac.

Khai niém thuat toan da ton tai tir thoi cd dai. Cac thuat toan sb hoc, chiang han
nhu thudt todn chia, dugc st dung bdi cac nha toan hoc Babylon cd dai vao khoang
2500 TCN va cac nha toan hoc Ai Cap vao khoang 1550 TCN. Cac nha toan hoc Hy
Lap sau d6 da str dung cac thuat toan trong sang Eratosthenes dé tim sd nguyén t6, va
thuat toan Euclide dé tim udc chung 16n nhét cta hai sd. Cac nha toan hoc A Rap nhu
al-Kindi vao thé ky thir 9 da su dung cac thuat todn mat ma dé pha ma, dya trén phan
tich tan sd.

C6 nhiéu khai niém khac nhau, trén co s& d6 ta di dén khai niém vé thuat toan
nhu sau: Thudt todn la mét bang liét ké cdc chi dan (hay quy tic) can thuc hién theo
tieng bude xdc dinh nham giai mét bai todn da cho.

Pé trinh bay thuat toan ngudi ta c6 thé: dung ngdn ngir ty nhién, ngdn ngit luu dd
(so dd khdi), ngdn ngit 1ap trinh. Thuat todn ngoai viéc duoc trinh bay bang ngdn ngit
tu nhién cung véi nhiing ki hi€u toan hoc quen thudc con dung mot dang gia ma dé mé
ta thuat toan. Gia mi tao ra budc trung gian giita sy mo ta mot thudt toan bang ngdn
nglt thong thuong va sy thyc hién thuat todn dé trong ngoén ngir 1ap trinh. Cac budc
ctia thuat toan dugc chi 16 bang cach ding cac 1énh nhu trong cac ngdn ngit 1ap trinh.
Vidu 3.1.

Thuat toan giai phuong trinh bac nhat

* Phwong phap liét ké

Buoc 1: Nhap hai s6 thuc a,b;

Buée 2: Néu a = 0,b # 0 thi thong bao vo nghiém rdi két thiic;

Buéc 3: Néu a = 0,b = 0thi thong bao phuong trinh nghiém ding véi moi gia tri

roi két thuc;
’ A 1 b A 7 . r A A \
Buoc 4: Néu a # 0 thi x = —— thong bao phuong trinh ¢6 nghiém duy nhat 1a z
a
roi ket thuc.
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* Phurong phdp so do khoi

Nhap hai s6 a.b

Théng bao phuong
trinh khéng xac
dinh rdi két thic

Két thuc
Hinh 3.1. So' d6 khoi thuat toan giai phuong trinh bac nhat
Vi dy 3.2. M6 ta thuat toan tim phan tir 16n nhit trong mét ddy hiru han cac sé nguyén.
Dung ngdn ngit ty nhién dé mo ta cac budc can phai thuc hién:
Buée 1: it gia tri cuc dai tam thoi bang sb nguyén dau tién trong day.
Burde 2: So sanh s6 nguyén tiép sau v&i gia tri cyc dai tam thoi, néu nod 16n hon gia
tri cuc dai tam thoi thi dat cuc dai tam thoi bang sb nguyén do.
Buée 3: Lap lai bude trude néu con cac sé nguyén trong day.
Buéc 4: Dung khi khong con sd nguyén nao nita trong diy. Cuc dai tam thoi &
diém nay chinh 1a sé nguyén 16n nhét cua day.
Vi du 3.3. M0 ta thult toan giai phuong trinh bac 2: az” +bx +c =0
* Phuong phap liét ké
Buéc 1: Xac dinh cac hé s6 a,b,c.
Buée 2: Kiém tra xem hé sd a c6 khac 0 hay khong? Néu a = 0 quay lai thuc
hién budc 1.
Buée 3: Tinh biéu thic A = b” —4ac.
Buéc 4: Néu A < 0 thong bao “phuong trinh vé nghiém” va chuyén dén budc 8.

Buée 5:Néu A = 0, tinh T, =, = ;—b va chuyén sang budc 7.
a

Budc 6: Tinh x, = va chuyén sang budc 7.

b-VA b+
2 2a
Budc 7: Thong bao cac nghiem z, =, .

70



Burde 8: Két thuc thuat toan.
* Phurong phdp so do khoi

b

Nhip a, b, ¢

0 P Phwong trinh béc nhat
S

dt =h*b—4*a*e¢

S
) ; - T
@ Phwong trinh v6 nghiém
s
b Phuwrong trinh c6 nghiém kép
r=-b/(2%a)

Phwong trinh ¢6 hai nghiém
phan biét

z, = (-b+sqri(dt)) /(2% a)

x, =(-b —sqrt(dt)) / (2% a)

Két thic

Hinh 3.2. So d6 khéi thuat toan giai phuong trinh bac hai

3.1.1.2. Cac dac trung cua thudt toan

- Pau vao (Input): Mot thuat toan c6 cac gia tri dau vao tir mot tap da duoc chi rd.

- Paura (Output): Tir mdi tip cac gia tri dau vao, thuét toan s& tao ra céc gia tri
dau ra. Cac gia tri du ra chinh 1a nghiém ctia bai toan.

- Tinh dimg: Sau mét s hitu han budc thuat toan phai ding.

- Tinh x4c dinh: O mdi budc, cac budc thao tac phai hét suc 16 rang, khong gay
nén sy nhap nhéng. Noi rd hon, trong cung mot diéu kién hai bo xt li cung thuc hién

mot bude cua thuat toan phai cho nhiing két qua nhu nhau.
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- Tinh hiéu qua: Trudc hét thuat toan can dung dan, nghia 1 sau khi dwa dir liéu
vao thuat toan hoat dong va dua ra két qua nhu y mubn.

- Tinh phd dung: Thuét toan c6 thé giai bat ki mot bai toan nao trong 16p cac bai
toan. Cu thé 1a thult toan c6 thé c6 cac diu vao 1a cac bd dit liéu khac nhau trong mot
mién xac dinh.

3.1.2. D¢ phirc tap cua thudt todan

3.1.2.1. Khdi niém vé dé phute tap cua mot thudt toan

Thudce do hidu qua cia mot thuat toan 13 thoi gian ma may tinh sir dung dé giai
bai toan theo thuat toan dang xét, khi cac gia tri dau vao c6 mot kich thudc xéac dinh.

Mot thude do thir hai 1a dung lugng bd nhd doi hoi dé thuc hién thuét toan khi
cac gia tri dau vao c¢6 kich thuée xéac dinh.

Su phan tich thoi gian can thiét dé giai mét bai toan co kich thudc dac bi¢t nao
doé lién quan dén do phuc tap thoi gian cua thudt toan. Sy phan tich by nho can thiét
cua may tinh lién quan dén o phuc tap khong gian cua thuat toan. Viéc xem xét do
phirc tap thoi gian va khong gian ciia mot thuat toan 13 mot van dé rat thiét yéu khi cac
thuat toan duoc thuc hién. Biét mot thuat toan s& dua ra dap sb trong mot micro gidy,
trong mot phut hoac trong mot ti nam, hién nhién 1a hét st quan trong. Tuong tu nhu
vay, dung lugng bd nhé doi héi phai 1a kha dung dé giai mot bai toan, vi vay do phuc
tap khong gian ciing can phai tinh dén. Vi viéc xem xét do phic tap khong gian gin
1ién voi cac cau trac dir lidu dic biét duoc dung dé thuc hién thuat toan nén & day ta sé
tap trung xem xét do phirc tap thoi gian.

Do phuc tap thoi gian ctia mot thuat toan c6 thé duoc bicu dién qua sé cac phép
toan dugc dung bai thuat toan do khi cac gia tri ddu vao c6 mot kich thude xac dinh.
S& di do phurc tap thoi gian duge mo ta thong qua sb cic phép toan doi hoi thay vi thoi
gian thyc ctia mdy tinh 13 béi vi cic may tinh khac nhau thuc hién cac phép tinh so cip
trong nhiing khoang thoi gian khac nhau. Hon nita, phan tich tat ca cac phép toan
thanh cac phép tinh bit so cdp ma may tinh str dung 1a diéu rat phirc tap.

Céc phép toan dugc dung dé do do phirc tap thoi gian cua thuit toan 13 phép so
sanh sb nguyén; cac phép cong, trir, nhan, chia céac sb nguyén hodc bat ky mdt phép
tinh so cp nao khac xuat hién trong qua trinh tinh toan.

Mot trong nhimng khai niém thudng dung dé phén tich do ting ciia mot ham 1a

khai ni¢m “O” dugc dinh nghia nhu sau:
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Cho f(z) va g(z) 1a hai ham tir cac tdp s6 nguyén duong Z  hodc tap cac sb
thuc R vao tap cac s6 thuc R. Tandi f(z) 1a O( g(:v)) néu ton tai hai hang s6 C' va
k sao cho |f(:v)| < C|g(x)| voi moi x > k.

Vidu34.Cho f(n)=1+2+3+...+n

Khidotacod f(n)<n+n+n+..+n=nn=n"nén f(n)la O(n?)

voi C =k =1.
Vidu 3.5. Ham f(n)=n!la O(n")

That vay,taco n! <n" nén n!la O(n") véi C =k =1.
Vidu 3.6. Ham f(n) =logn 1a O(n)

That vay, tacd n < 2" véimoi n > 1 nén logn <n

Vay f(n)=1logn la O(n) voi C =k =1.

* Cac thuat ngt thuong dung cho do phuc tap cua mot thudt toan:

O(1): Po phuc tap hang sd; O(logn): Do phirc tap 16garit; O(n): DO phirc tap
tuyén tinh; O(nlogn): DO phic tap nlogn; O(nb): Do phtrc tap da thitrc;
O(®") (b >1): bd phuc tap ham mii; O(n!): DJ phuc tap giai thira.

Thoi gian may tinh dugce dung bdi mot thuat toan:

clfﬁ;cﬁ;hg)(; Céc phép tinh bit dugc st dung

n logn N nlogn n? on n!
10 3.107%s | 107°s 3.10"%s 107s 107°s 3.107s
102 7.107s | 107s 7.107s 107s | 4.10” ndm *
103 10%s | 10°s | 107s 107 * *
104 1,3.10%s | 10°s | 107's 107's * *
105 1,7.10%s | 107s 2.107s 10 s * *
106 2.10%s | 10°s | 2.10%s | 17m * *

Vi dy 3.7. Xét thuat toan tim sé 16n nhat trong diy n sb a, G, -, a. CO thé coi

kich thudc cua dir liéu nhap 1a ) lugng phén to cua day s, tirc 1a n. Néu coi mdi lan
so sanh hai s cua thuat toan doi hoi mot don vi thai gian (gidy chéng han) thi thoi
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gian thuc hién thuét toan trong trudng hop x4u nhat 13 n —1 gidy. Véi diy 64 sb, thoi
gian thyc hién thuat toan khong qué 63 giay.

3.1.2.2. Minh hoa do phurc tap cua cac thudt toan
Vi dy 3.8. M6 ta thuat toan tim phan tir 16n nhat cua day hitu han cc sb nguyén va tim
do phuc tap cua thuat toan do

Buée 1. Dit gia tri cyc dai tam thoi bang s6 nguyén dau tién cua day.

Buée 2. So sanh sb nguyén tiép theo voi gia tri tam thoi, néu n6 16n hon gia tri
cuc dai tam thoi thi dat cuc dai tam thoi béng sb nguyén do.

Buée 3. Lap lai bude 2 (néu con cac sb6 nguyén trong day).

Buéc 4. Ding khi khong con sé nguyén nao trong diy. Khi d6 cyc dai tam thoi
chinh 13 s6 nguyén 16n nht trong day.

Nhan xét: Mdi sb hang ctua day dung hai phép so sanh, mdt dé xéac dinh chua
dat dén cubi diy, mot dé xa dinh co phai n6 1a gia tri 16n nhit tam thoi hay khong.
Viéc so sanh ndy dugc dung cho mdi phan tir a, trong day tu phan tr thir hai tro di
(i=2; 3; ..; n). Sau d6 la phép so sanh dé thoat khoi vong lap, nén s phép so sanh
can dung tat ca 1a 2(n —1) + 1. Vay thudt toan c6 do phuc tap 12 O(n).

Vay dé so sanh do phitc tap cua cac thudt todn, diéu tién loi la coi do phiec tap
ctia moi thudt todn nhu 1a Ccfp ctia ham biéu hién thoi gian thyc hién thudt toan cfy.

Chu y: Banh gia do phure tap cua mot thudt toan

a) Thuat toan tim kiém tuyén tinh: S6 cac phép so sanh duoc ding trong thuat toan
nay ciing s& dugc xem nhu thude d6 do phirc tap thoi gian cia ndé. O mdi mot bude
ctia vong lap trong thudt toan, c6 hai phép so sanh duoc thuc hién: mot dé xem da toi
cubi bang chua va mot dé so sanh phan tir z v6i mot s6 hang ctia bang. Cudi ciing con
mot phép so sanh nita lam & ngoai vong lip. Do d6, néu z = a,, thi da c6 2 +1 phép
so sanh duoc st dung. SO phép so sanh nhiéu nhit, 2n + 2, doi héi phai duoc st dung
khi phén te x khong c6 mat trong bang. Tur do, thudt toan tim kiém tuyén tinh c6 do
phuc tap 1la O(n).

b) Thuat toan tim kiém nhi phan: Dé don gian, ta gia s rang ¢6 n = 2k phan ti
trong bang liét k€ a ,a,,...,a,, voi k la s6 nguyén khong 4m (néu n khong phai 1a liy
thira cia 2, ta c6 thé xem bang 13 mot phan ciia bang gdm 2k + 1 phan tt, trong d6 &
1a s6 nguyén nhé nhit sao cho n < 2k +1.
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O mdi giai doan cua thuat todn vi tri cla sb hang dau tién i va sd hang cudi
cing j cua bang con han ché tim kiém & giai doan d6 dugc so sanh dé xem bang nay
con nhiéu hon mot phan tir hay khong. Néu i < j, mot phép so sanh s& dugc lam dé
xac dinh z c6 16n hon s6 hang & giita ciia bang con han ché hay khéng. Nhu vay &
mdi giai doan, c6 sir dung hai phép so sanh. Khi trong bang chi con mot phan tir, mot
phép so sanh s& cho ching ta biét ring khong con mot phan tir nao thém nita va mot
phép so sanh nira cho biét s6 hang d6 c6 phai 1a z hay khong. Tém lai can phai c6
nhiéu nhat 2k + 2 = 2log2n +2 phép so sanh dé thyc hién phép tim kiém nhi phan
(néu n khong phai 1a lity thira cia 2, bang goc s& duoc md rong téi bang co 2k + 1
phdn t&, véi k= [zogzn} va sy tim kiém doi hoi phéai thuc hién nhiu nhét
2[log2n | +2 phép so sanh. Do d6 thudt todn tim kiém nhi phan c6 d phiec tap Ia
O(log2n). Tl sy phan tich ¢ trén suy ra rang thudt toan tim kiém nhi phan, ngay ca
trong truong hop xu nhat, ciing hiéu qua hon thuét toan tim kiém tuyén tinh.

¢) Mot diéu quan trong can quan tim 1a may tinh phai can bao lau dé giai xong
mot bai toan. Vi dy, néu mot thuat toan doi hoi 10 gio, thi c6 thé con dang chi phi thoi
gian may tinh doi hoi dé giai bai toan d6. Nhung néu mot thuat toan doi hoi vai ti nam
dé giai mot bai toan, thi thuc hién thuat toan d6 s& 1a mot diéu phi li. Mot trong nhing
hién tugng 1i thu nhét cua cong ngh¢ hi¢n dai 1a sy tang dang ké cua tde do va lugng
bd nhé trong may tinh. Mot nhan t6 quan trong khac lam giam thoi gian can thiét dé
giai mot bai toan 1a su xur 1i song song, ddy 1a ki thuat thuc hién dong thoi cac day
phép tinh. Do su ting toc do tinh todn va dung lugng bd nhd cia may tinh, ciing nhu
nho viéc dung cac thuat toan 1oi dung dugc uu thé cua ki thuét xu li song song, cac bai
toan vai nim trude ddy dugc xem 13 khong thé giai duoc, thi hién nay c6 thé giai binh
thuong.

3.1.3. M{t sé thudt todn sé hoc

3.1.3.1. Thudt toan Euclide

Phuong phap tinh udc chung 16n nhét cta hai s bang cach dung phan tich cac
s6 nguyén do ra thira s6 nguyén t6 12 khong hiéu qua. Li do 14 & chd thoi gian phai tiéu
tén cho su phan tich d6. Dudi day 1a phuong phap hiéu qua hon dé tim udc sé chung
16n nht, goi 1a thuat toan Euclide. Thuat toan nay da biét tir thoi c6 dai. N6 mang tén
nha toan hoc ¢6 Hy lap Euclide, nguoi di mo ta thuat toan nay trong cubn sach

“Nhiing yéu t6” ndi tiéng ctia ong. Thuét toan Euclide dwa vao 2 ménh dé sau day.

M¢énh dé 3.1. (Thuat toan chia). Cho a va b 1a hai sb nguyén va b = 0. Khi d6
t6n tai duy nhat hai sé nguyén ¢ va r sao cho
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a=bq+r, ()Sr<‘b‘.
Trong dfmg thirc trén, b dugc goi la sb chia, a dugc goi la s6 bi chia, ¢ duogc goi
1a thuong s6 va r duoc goi 13 s6 du.
Khi b 14 nguyén dwong, ta ki hiéu s6 du 7 trong phép chia a cho b 1a amodb.
M¢nh dé 3.2. Cho a = b.g+ 1, trong d6 a, b, g, r 13 cic s6 nguyén. Khi do
UCLN (a,b) =UCLN (b, 7).
Gia sit @ va b 1a hai sé nguyén duong véi a > b. Pat n=avar=>. Bang

cach ap dung lién tiép thuat toan chia, ta tim duoc:

h=nhe Osr<m

n=ng, T Osm <,
= <

Tn—? Tn—lqn—l + 7’n O - ,rn < Tn—l

,rn—l = rnqn .

Cubi cing, s6 du 0 s& xuit hién trong diy cac phép chia lién tiép, vi diy cac sb
dua=r>r>rn>..20 khong thé chira qué a sb hang dugc. Hon nita, tir Ménh de
3.2 ¢ trén ta suy ra:

UCLN(a,b) = UCLN (r,,7,) = UCLN (r,,1,) = ... =

= UCLN (rn_l,rn_l) = UCLN (Tnﬁﬁ) =rn.(r,7).
Do d6, UCLN 1 s du khac khong cudi ciing trong day cac phép chia.
Vi du 3.9. Dung thuét toan Euclide tim UCLN (414, 662) .

662 = 441.1+ 248
414 = 248.1+166
248 =166.1+ 82
166 = 82.2+2

82 =2.41.

Do d6, UCLN (414,662) = 2.
Trong thudt toan trén, cac gia tri ban ddu cia = va y tuong tmg 1a a va b. O

mdi giai doan cua thu tyc, z duogc thay bang y va y dugc thay bang 2 mody. Qua
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trinh nay dugc ldp lai chung nao y # 0. Thuat toan s€ ngung khi y = 0 va gia tri cua
z & diém nay, d6 1a s6 du khac khong cudi cung trong thu tuc, cling chinh 1a wéc
chung 16n nhat ctia a va b.

3.1.3.2. Thudt todn biéu dién cdc sé nguyén

Ménh dé 3.3. Cho b 1a mot s6 nguyén duong 16n hon 1. Khi 6 néu n 13 mot sd

nguyén duong, nd co thé duoc biéu dién mot cach duy nhét dudi dang:

_ k k-1
n=ab +a b +..+ab+a,

O day k 1a mét sb tu nhién, ay, a..., @ lacac s6 tu nhién nhé hon b va a, #0.
Biéu dién cua n duge cho trong Ménh dé 3.3 duge goi 1a khai trién cta n theo
co sd b, ki hiéu Ia (akak_1 alao)b. Bay gio ta s& mo ta thudt toan xay dung khai trién
co s6 b cta sd nguyén n bat ki. Trude hét ta chia n cho b dé dugc thuong va s du,

tuc la
n=bq, +a, 0<a, <b.

S6 du a, chinh la chir s6 dimg bén phai cung trong khai trién co s6 b cua n.

Tiép theo chia q, cho b, ta dugc:
q,=bg +a, 0<a <b.

S6 du a, chinh la chix s6 thi hai tinh tir bén phai trong khai trién co s6 b cua
n. Tiép tuc qua trinh nay, bang cach lién tiép chia cac thuong cho b ta s& duoc cac
chir sb tiép theo trong khai trién co s6 b cua n 1a cac sd du twong (mg. Qua trinh nay
s& két thuc khi ta nhan dugc mot thuong béng 0.
Vi du 3.10. Tim khai trién co sb 8 cua (12345)10.

12345 =8.1543 + 1
1543 = 8.192 + 7

192 =8.24+0
24=83+0
3=80+3

Do do, (12345) - (30071)8.

10
3.1.3.3. Thudt todn cho cdc phép tinh s6 nguyén
Céc thuat toan thuc hién cac phép tinh voi nhitng sé nguyén khi ding cac khai

trién nhi phan cia chiing 1a cuc ki quan trong trong s hoc clia may tinh. Ta sé mé ta &
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day cac thudt toan cong va nhan hai sb nguyén trong biéu dién nhi phan. Ta ciing s&
phan tich d6 phuc tap tinh toan cua cac thuat toan nay thong qua sd cac phép toan bit
thuc sy duoc dung. Gia str khai trién nhi phan cua hai sé nguyén duong a va b la:

a = (anflaH... a,a, )2 va b = (b7l—1bn—2”' bb, )2

sao cho @ va b déu co n bit (dit cac bit 0 & dau mdi khai trién d6, néu can).

1) Phép cOng: Xét bai toan cdng hai sb nguyén viét & dang nhi phan. Thu tuc thuc
hién phép cong c6 thé dua trén phuong phap thong thudng 1a cong cap chit s6 nhi phan
v6i nhau (c6 nhé) dé tinh tong cua hai sé nguyén.

Dé cong a va b, trude hét cong hai bit & phai cung cua ching, tic 1a:

a,+b, =c,.2+s,.

O day s,1a bit phai cung trong khai trién nhi phan cua a + b, c, 1a s6 nhé, no ¢o

thé bang 0 hodc 1. Sau d6 ta cong hai bit tiép theo va s nhé
a, +b +c =c.2+s.

O day s, la bit tiép theo (tinh tir bén phai) trong khai trién nhi phéan cta a + b
vac la s6 nhd. Tiép tuc qué trinh nay bang cach cong céc bit twong tng trong hai khai
trién nhi phan va s6 nhd dé xac dinh bit tiép sau tinh tir bén phai trong khai trién nhi

b, va c¢_ d€ nhan dugc

n-17 “n-1

phan cua tong a +b. O giai doan cudi cung, cong a

c -2+s . Bitdung dau cua tong 1a s =c . Két qua, thi tuc nay tao ra dugc khai

1

n on-1"n-2""" 71

trién nhi phan cua tong, cu thé 1a a +b = (s s .8 s 50)2.

Vidy 3.11. Tim téng cua a = (11011)2 va b =(10110)

-
a,+b,=1+0=02+1(c, =0, 5, =1), a,+b +¢, =1+1+0=12+0(c, =1,
5,=0), a,+b,+¢ =0+1+1=12+0(c, =1, 5,=0), a,+b +c,=1+0+1=

12+0(c, =1, 5,=0), a,+b, +¢, =1+1+1=12+1(s, =¢, =1, 5, =1).

Dodb, a+b = (110001)2.

Téng hai sé nguyén duoc tinh bang cach cong lién tiép cac cap bit va khi can

phai cong ca so0 nhé nira. Cong mot cdp bit va s6 nhd doi ba hodc it hon phép cong cac
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bit. Nhu vay, tong sd cac phép cong bit dugc sir dung nho hon ba 1an sb bit trong khai
trién nhi phan. Do d6, d¢ phirc tap cua thuat toan nay 1a O(n).
2) Phép nhan: Xét bai toan nhan hai s6 nguyén viét & dang nhi phan. Thuat toan
thong thuong tién hanh nhu sau. Dung luat phan phéi, ta cé:
EE j
ab = a;bJ.Q = ;a(bj2 )

Ta c6 thé tinh ab bing cach ding phwong trinh trén. Trudc hét, ta thay rang
abj =a néu bj =1va ab], =0 néu bj = 0. Mdi 1an ta nhan mot b hang voi 2 1a ta dich
khai trién nhi phan ctia né6 mot chd vé phia trai bang cach thém mot s6 khong vao cubi
khai trién nhi phan cua no6. Do do, ta cé thé nhan duoc (abj)Q J béng cach dich khai
trién nhj phan cia ab, di j chd vé phia tréi, tic 1a thém j s6 khong vao cudi khai
trién nhi phan ctia né. Cudi cing, ta s& nhan dugc tich ab bang cach cong n sb
nguyén ab.2j voi j=0, 1, ..., n—1L.

Thuat toan trén tinh tich cta hai s6 nguyén a va b bang cach cong cac tich

riéng phan c¢ Cyy -y €, . Khi b], =1, ta tinh tich riéng phan ¢, bang cach dich

¢, C,

07 1
khai trién nhi phan ciia o di j bit. Khi b =0 thi khong can c6 dich chuyén nao vi
¢, = 0. Do d6, dé tim tat ca n sb nguyén ab .2j voi j=0, 1, ..., n—1, doi hoi toi
da la

n(n +1)
—y

0+1+2+ ... +n-1=

phép dich chd. Vi vay, s6 cac dich chuyén chd doi hoi 1a O(n*).

Dé cong cac sd nguyén ab, tr j=0 dén n—1, doi héi phai cong mot s6
nguyén n bit, mot sé nguyén n +1 bit, ... vd mot sd nguyén 2n bit. Ta da biét rang
mdi phép cong d6 doi héi O(n) phép cong bit. Do d6, d6 phirc tap cua thuat toan nay
1a O(n’).

3.1.4. Thudt toan dé quy
3.1.4.1. Khdi niém dé quy

Doi khi chiing ta ¢ thé quy viéc giai bai toan vai tap cac dir liéu dau vao xac
dinh vé viéc giai cung bai toan d6 nhung vai cac gia tri diu vao nho hon. Chang han,

bai toan tim wdc chung 16n nhat (UCLN) cta hai s6 a,b véi a > b c6 thé rat gon vé
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bai toan tim UCLN cua hai s6 nhé hon, @ mod b va b. Khi viéc rit gon nhu vay thuc
hién duoc thi 10 giai bai toan ban dau ¢ thé tim dugc bang mot diy cac phép rut gon
cho t6i nhitng truong hop ma ta c¢6 thé dé dang nhan duoc 10i giai ciia bai toan. Ta s&
thdy rang cac thuat toan rt gon lién tiép bai toan ban dau t6i bai toan c6 dit liéu dau
vao nho hon, dugc 4p dung trong mot 16p rat rong cac bai toan.

Dinh nghia 3.1. Mot thuat toan dugc goi 13 d& quy néu né giai bai toan bang
cach rat gon lién tiép bai toan ban dau tdi bai toan ciing nhu vay nhung c6 dit liéu dau
vao nho hon.

Vi du 3.12. Tim thuat toan d¢ quy tinh gia tri @ v6i a la sb thuc khac khong va n la
s6 nguyén khong am.

Ta xay dung thuét toan d¢ quy nho dinh nghia d¢ quy cua a ,dola a = a.a

voi n >0 vakhi n =0 thi g, =1. V@y d€ tinh a ta quy v€ cac trudng hop c6 s6 mi
n nhd hon, cho tdikhi n =0.
Vi du 3.13. Hiy biéu dién thuat toan tim kiém tuyén tinh nhu mot tha tuc dé quy.

Pé tim = trong ddy tim kiém a, a,, ..., a, trong budc thir cua thudt toan ta

yr -
so sanh = V6i a,. Néu z bang a; thi 4 la vi tri can tim, nguoc lai thi viéc tim kiém
duogc quy vé day co sb phé‘ln tt it hon, cu thé 1a day a_,, a .. Thuat toan tim kiém c6
dang thu tuc d¢ quy nhu sau.

Cho tim kiém (4, j, ) la thi tuc im s6 = trong day a, a,, .., a,. D li¢u
dau vao 1a bd ba (1, m, z). Thi tuc s€ dung khi sb hang du tién cua day con lai la x
hodc 1a khi day con lai chi c6 mot phﬁn tir khac z. Néu z khong la sb hang dau tién
v con ¢o cac sb hang khac thi lai 4p dung thu tuc ndy, nhung day tim kiém it hon mot
phan tir nhan duoc bang cach xéa di phan tir ddu tién cua diy tim kiém & budc vira
qua.
Vi du 3.14. Hay xay dung phién ban dé quy cua thuat toan tim kiém nhi phén.

Gia str ta muén dinh vi z trong ddy a, a,, ..., a bang tim kiém nhi phan.

27
(A , re A . n+1 £ , 3 . A
Trudc tién ta so sanh x vé1 sO hang gitta a {(2—)} Néu ching bang nhau thi thuat

toan két thuc, néu khong ta chuyén sang tim kiém trong ddy ngan hon, nira dau cua
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diy néu z nho hon gia tri giita ctia ddy xudt phat, nira sau néu nguoc lai. Nhu vy ta
rt gon viéc giai bai toan tim kiém vé viéc giai cling bai toan d6 nhung trong diy tim
kiém c6 do dai 1an luot giam di mot ntra.

3.1.4.2. Bé quy va lap

Thu tuc dé quy sau ddy cho ta gid tri cia n! voi n 1a s6 nguyén duong

C6 cach khac tinh ham giai thira ciia mot s nguyén tir dinh nghia dé quy cua
nd. Thay cho vi¢c lan luot rat gon viéc tinh toan cho céc gia tri nhé hon, ta cé thé xuét
phat tir gia tri cia ham tai 1 va 1an luot 4p dung dinh nghia dé quy dé tim gia tri ca
ham tai cac s6 nguyén 16n dan. D6 1a thi tuc lap.

Thong thudng dé tinh mot diy cac gia tri duge dinh nghia bang dé quy, néu
dung phuong phép lap thi sb cac phép tinh s& it hon 1a dung thuat toan dé quy (trir khi
dung cac may dé quy chuyén dung). Ta s& xem xét bai toan tinh s hang thit n cua diy
Fibonacci.

Theo thuat toan nay, dé tim [ ta biéu dién f,=1f_+/f_, Saudo thay thé ca
hai sb nay bang tong cua hai s6 Fibonacci bac thap hon, cir tiép tuc nhu vay cho t6i khi
Jo va f, xudt hién thi duoc thay bang cac gia tri ciia chung theo dinh nghia. Do d6 dé
tinh f can [, —1 phép cong.

Bay gio ta s€ tinh cac phép toan can dung dé tinh . khi su dung phuong phap
1dp. Thu tuc nay khoi tao 2 1a f, =0 va y la f =1. Khi vong ldp duoc duyét qua
téng ciia = va y dugc gan cho bién phu z. Sau d6 z dugc gan gia tri clia y va y
duoc gan gia tri cia z. Vay sau khi di qua vong lip lan 1, ta c6 z = Jiova
y=f+f=f.Khiquavong lgp lan n—1 thi = f_ . Nhu vy chi c6 n—1 phép
cong dugc dung dé tim [ khin>1.

Ta da chi ra rang s6 cac phép toan dung trong thuat toan dé quy nhiéu hon khi
dung phuong phap lap. Tuy nhién d6i khi nguoi ta van thich dung thu tuc dé quy hon
ngay ca khi n6 t6 ra kém hi€u qua so voi thu tuc lap. Pac biét, c6 nhiing bai todn chi
c6 thé giai bang thi tuc dé quy ma khong thé giai bang thu tuc lap.

3.2. Ly thuyét @b thi
Ly thuyét dd thi 1a mot nganh khoa hoc dwgc phat trién tir 1au nhung lai ¢

nhiéu Gmg dung hién dai. Nhitng ¥ tudng co ban cta né duoc dua ra tir thé ky 18 boi
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nha toan hoc Thuy Si tén 12 Leonhard Euler. Ong di dung d6 thi dé giai quyét bai toan
7 chiéc cau Konigsberg ndi tiéng.

Do thi ciing duoc dung dé giai cac bai toan trong nhiéu linh vuc khac nhau. Thi
du, dung dd thi dé xac dinh xem c6 thuc hién mdt mach dién trén mot bang di¢n phéng
dugc khong. Chung ta ciing c6 thé phan biét hai hop chit hoa hoc co cing cong thic
phan tir nhung c6 ciu trac khac nhau nhd d6 thi. Ching ta ciing c6 thé xac dinh xem
hai may tinh c6 dugc ndi voi nhau bang moét dudng truyén thong hay khong néu dung
mod hinh d6 thi mang may tinh. PJ thi véi cac trong sd duge gan cho cc canh cua nd
c6 thé dung dé giai cac bai toan nhu bai toan tim duong di ngin nhat gitta hai thanh
phé trong mot mang giao thong. Chung ta ciing co thé dung d6 thi dé lap lich thi va
phan chia kénh cho cac dai truyén hinh.

3.2.1. Cadc khdi niém co bdn

Do thi 1a mot ciu tric roi rac gém cac dinh va cac canh (v0 hudng hoac co
hudng) ndi cac dinh do. Nguoi ta phan loai dd thi tuy theo dac tinh va sb cac canh nbi
cac cdp dinh cua dd thi. Nhiéu bai toan thudc nhiing linh vuc rat khac nhau co thé giai
dugc bang mo hinh dd thi. Ching han ngudi ta co thé dung do thi dé biéu din ai co
anh huong 18n ai trong mot to chirc ndo do, va ciing c6 thé ding do thi dé biéu dién cac
két cuc cua cudc thi dau thé thao. Chung ta ciing c6 thé dung do thi dé giai cac bai toan
nhu bai toan tinh s cac t6 hop khac nhau cta cac chuyén bay gitta hai thanh phd trong
mot mang hang khong, hay dé giai bai toan di tham quan tat ca cac dudng phd ctia mot
thanh phd sao cho mdi duong phd di qua diing mot 1an, hodc bai toan tim sd cac mau
can thiét dé t6 cac ving khac nhau ctia mot ban do, ...

Trong doi séng, chung ta thuong gip nhitng so d6, nhu so do to chic bd may,
so dd giao thong, so d6 hudng dan thu ty doc cac chuwong trong mot cudn sach, ...,
gém nhiing diém biéu thi cac dbi tuong dugc xem xét (nguoi, td chirc, dia danh,
chuong muc sach, ...) va ndi mot sé diém véi nhau b@ing nhitng doan théng (hoac
cong) hay nhitng miii tén, twong trung cho mot quan hé nao dé gitta cac ddi tugng. PO
1a nhimg vi du vé d6 thi.

Ly thuyét d6 thi 13 linh vuc c6 nhiéu tmg dung hién dai, duoc sir dung dé giai cac
bai toan trong nhiéu linh vuc khac nhau nhu str dung dé xac dinh cic mach vong trong

van dé giai tich mach dién. Chiing ta c6 thé xac dinh hai mdy tinh trong mang trao d6i
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thong tin duoc véi nhau hay khong nhd mé hinh d6 thi ciia mang may tinh va cé thé
biéu dién cac vi tri dat may tinh bdi cac diém va cac kénh thoai ndi chung boi cac doan
ndi (xem Hinh 3.3).

Dong Nai Binh dwong Nghé An Lang Son

TP. Hd Chi Minh

TP. Pa Ning Ha Noi

Cin Tho Khanh Hoa Hué

Hinh 3.3. So' d6 mang may tinh

Nhan thay rang trong mang & Hinh 3.3, giita hai may bét ky chi c6 nhiéu nhat 13
mot kénh thoai ndi chung, kénh thoai nay cho phép lién lac ca hai chiéu va khong co
may tinh nao lai duoc ndi véi chinh noé. So d6 mang may cho trong hinh 1 duoc goi
1a don do thi vé huéng. Ta di dén dinh nghia sau

Pinh nghia 3.2. Pon do thi G (Graph) v6 huéng G =(V,E) bao gom
V (vertex) 1a tip cac dinh, va F (edge) 13 tip cac cip khong co thir tw gdm hai phan tir
khéc nhau cua V goi la cac canh.

Trong trudng hop gitta hai may tinh nio dé thuong xuyén phai truyén tai nhiéu
thong tin ngudi ta phai nbi hai may nay bai nhiéu kénh thoai. Mang véi da kénh thoai
gifra cadc may (xem Hinh 3.4).

Pong Nai Binh dwong Nghé An Lang Son

TP. Ho Chi Minh -
TP. Pa Nang Ha Nji

Cin The Khanh Hoa Hué

Hinh 3.4. So' d6 mang may tinh véi da kénh thoai
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Dinh nghia 3.3. Pa d6 thi vo huéng G = (V, E) bao gdm V 1a tap cc dinh, va
E 1a tap céc cap khong co thir ty gdm hai phan tir khac nhau ctia V goi 1a cac canh.
Hai canh e va e, dugc goi la canh lap néu chiing ciing tuong tng vi mot cap dinh.

Ding Nai Binh dwrong Nghé An Lang Son

TP. Hb Chi Minh

S

P. Pa Nang Ha Noi

Cin Tho Kh:in'h Hoa Hué
Hinh 3.5. So' d6 mang may tinh véi kénh thoai théng bdo

R& rang mdi don dd thi déu 1a da dd thi, nhung khéng phai da d6 thi nao ciing 1a
don dd thi (vi trong da dd thi ¢6 thé c6 hai hodc nhiéu hon hai canh ndi mot cap dinh
nao do).

Trong mang may tinh c6 thé c6 nhiing kénh thoai néi mot may nao d6 voi chinh
n6 (chang han v6i muc dinh théng bao). Mang nhu vy duoc cho trong Hinh 3.5. Khi
d6 da do thi khong thé mo ta duge mang. Nhu vay, boi vi ¢6 nhitng khuyén (canh ndi
mdt dinh v6i chinh né). Trong truong hop nay chiing ta can sir dung dén khai niém gid
do thi vé huong, dugc dinh nghia nhu sau:

Dinh nghia 3.4. Gia d thi vo huéng G = (V,E) bao gdm V' 1a tap céc dinh va

E 1a tap cac cdp khong co thir ty gdm hai phan tir (khong nhét thiét phai khac nhau)
ciia V goi la canh. Canh e duogc goi 1a khuyén néu no c6 dang e = (u,u).

Pong Nai Binh dwong Nghé An Lang Son

TP. H6 Chi Minh

TP. Pa Niing Ha Nai

Cin Tho Khanh Hoa Hué

Hinh 3.6. Mang mdy tinh véi kénh thoai mét chiéu
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Céc kénh thoai trong mang méy tinh c6 thé chi cho phép truyén tin theo mot
chiéu. Chang han, trong Hinh 3.6 may chii & Ha Noi chi c6 thé nhan tin tir cac may &
cac dia phuong, c6 mdt sb may chi co thé gui tin di, con céc kénh thoai cho phép
truyén tin theo ca hai chidu duoc thay thé bai hai canh c¢6 hudéng nguge chiéu nhau.

Dinh nghia 3.5. Pon d6 thi c6 hudéng G = (V, E ) bao gdm V 1 tap cac dinh va

E 1a tap céc cdp c6 thir tur gdm hai phan tir khic nhau ctia V goi 14 cac cung.

Néu trong mang co thé c6 da kénh thoai mét chiéu, ta s& phai st dung dén khai

niém da db thi c6 hudng
3.2.2. Puong di, chu trinh, dé thi lién thong

Dinh nghia 3.6. Pa d6 thi c6 huong G = (V,E) bao gbm V' 1a tap céc dinh va
E 1a tap cac cap co tht ty gdbm hai phan tr khac nhau ctia V' goi 13 cac cung. Hai
cung e va e, tuong ing véi cung mot cdp dinh duge goi la cung 1ap.

Trong cac phan tiép theo chii yéu ching ta s& lam viéc v6i don do thi vo hudng
va don d6 thij co hudng. Vi vay, dé cho ngén gon, ta s€ bod qua tinh tir don khi nhéic dén
ching.

Dinh nghia 3.7. Duong di d6 dai n tir dinh v dén dinh v, trong d6 n 1a sd

nguyén duong, trén dd thi v huéng G = (V,E) laday =, =, ..., z

: T , trong do

et
wu=x,v=xc, (z, v, )ek i=0,1,..,n-1
Puong di noi trén con b thé biéu dién dudi dang ddy cac canh:
(z,, z,), (2, 2,), ... (z_, T ).
Dinh u goi la dinh dau, con dinh v goi la dinh cubi ctia duong di. Puong di c6
dinh dau tring voi dinh cubi (tirc 1a u = v) dwoc goi 1a chu trinh. Pudng di hay chu
trinh dugc goi la don néu nhu khong c6 canh nao bi lap lai.

Vi dy 3.15. Trén dd thi vo hudng cho trong Hinh 3.5: a, d, e, f, ela duong di don do
dai. Con d, e, ¢, a khong 1a duong di, do (¢, e) khong phai 1a canh ciia d6 thi. Day b,
¢, f, e, blachu trinh d6 dai 5. Puong di a, b, e, d, a, b cd dd dai la 5 khong phai la

duong di don, do canh (a, b) c6 mit trong no 2 lan.

85



d e i d e i
Hinh 3.7. Puong di trén do thi

Khai ni¢m duong di va chu trinh trén dd thi ¢6 hudéng dugc dinh nghia hoan toan

twong ty nhu trong trudng hop do thi vo hudng, chi khac 1a ta co cha y dén hudng trén
cac cung.
Vi du 3.16. Trén @6 thi c6 hudng cho trong Hinh 3.6: a, d, ¢, f, e la duong di don
d6 dai 4. Con d, e, ¢, a khong 1a duong di, do (¢, e) khong phai 1a canh cta do thi.
Day b, ¢, f, e, b la chu trinh d¢ dai 4. Puong di a, b, e, d, a, b c6 dp dai la 5
khong phai 1a duong di don, do canh (a, b) c6 mit trong no 2 lan.

Xét mot mang may tinh. Mot cau hoi dat ra 1 hai may tinh bat ky trong mang
nay co thé trao ddi thong tin dugc vdi nhau hodc 1a truc tiép qua kénh ndi chung hodc
thong qua mot hodc vai may tinh trung gian trong mang? Néu sir dung do thi dé biéu
dién mang may tinh nay (trong d6 cac dinh ctia do thi twong tng véi cic may tinh, con
cac canh tuong Ung voi cac kénh ndi) cau hoi d6 dugc phat biéu trong ngdn ngir d6 thi
nhu sau: Ton tai hay khong duong di giita moi cap dinh ctia do thi.

Dinh nghia 3.8. DS thi vo huéng G = (V, E) dugc goi 1a lién thong néu luon
tim duoc duong di gitta hai dinh bat ky caa né.

Nhu vay hai may tinh bat ky trong mang c6 thé trao doi thong tin duge voi nhau
khi va chi khi d6 thi twong Gng véi mang nay 1a d thi lién thong.

Vi du 3.17. Trong Hinh 3.6. D6 thi G 14 lién thong, con d6 thi H 1a khong lién thong.

Hinh 3.8. D6 thi G va H
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Dinh nghia 3.9. Ta goi 46 thi con cia 4 thi G=(V, E) la do thi

G, =(W, F), trong d6 W cV va F c E. Trong trudng hop db thi la khong lién
thong, n6 s& rd ra thanh mot sé do6 thi con lién thong d6i mot khong c6 dinh chung.
Nhirng d6 thi con lién thong nhu vay ta s& goi 1a cac thanh phan lién thong ciia dd thi.
Vidy 3.18. DO thi H trong hinh 2 gdm 3 thanh phan lién thong H,, H,, H,.

Trong mang may tinh c6 thé co nhitng may (Nhimng kénh ndi) ma sy hong hoc
clia né s& anh hudng dén viéc trao doi thong tin trong mang. Céc khai niém twong tmg
v6i tinh hubng nay dugc dua ra trong dinh nghia sau.

Dinh nghia 3.10. Pinh v dugc goi 1a dinh ré& nhanh néu viéc loai bé v cung véi

cac canh lién thudc véoi né khoi @6 thi lam tang s6 thanh phén lién thong cua dd thi.
Canh e dugc goi la cau néu viéc loai bé no khoi do thi lam ting sd thanh phan lién
thong cta db thi.
Vi du 3.19. Trong dd thi G & hinh, dinh d va e 1a dinh r& nhanh, con cic canh
(d, g)va (e, f)lacau.

Dbi voi @6 thi o hudng c6 hai khai niém lién thong phu thude vao viée ta ¢ xét
dén hudng trén cac cung hay khong.

Dinh nghia 3.11.

(1) Do thi co huéng G = (V,A) duoc goi 1a lién thong manh néu ludn tim duoc
duong di giira hai dinh bat ky cta né.

(i) D thi c6 huong G = (V,A) dugc goi 1a lién thong yéu néu dd thi v6 huéng
twong ung véi n6 1a vo hudng lién thong.

Nhdn xét: R rang néu dd thi 1a lién thong manh thi no ciing 1a lién thong yéu,
nhung diéu nguoc lai 1a khong luén ding, nhu chi ra trong vi du dudi day.
Vi du 3.20. Trong hinh 3.9 d6 thi G 1 lién thong manh, con H 1 lién thong yéu nhung

khong 1a lién thong manh.

a . >

G d o
Hinh 3.9. D6 thi lién théng manh G va do thi lién thong yéu H
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Vi dy 3.21. D6 thi Hinh 3.10a 1 lién thong manh nhung do thi Hinh 3.10b 1 lién thong
yéu (khoéng c6 duong di tir v toi 2 cling nhu tir z toi w).
(D—() 0‘ (—(D—{)
a8e §o
(D (D
(a) (b)
Hinh 3.10. D6 thi lién théng manh va do thi lién thong yéu

Mot cau hoi dit ra 1a khi nao c6 thé dinh hudng céc canh ctia mot dd thi vo
hudng lién thong dé co thé thu duge do thi c6 hudng lién thong manh? Ta s& goi dd thi
nhu vay 1a d6 thi dinh huéng dugc. Dinh 1y dudi day cho ta tiéu chuan nhan biét mot
d6 thi c6 1a dinh hudng duge hay khong.

3.2.3. Do thi vé hwéng lién thong

Dinh Ii 3.1. D6 thi vo hudng lién thong 1a dinh huéng dugc khi va chi khi mbi
canh ciia né nam trén it nhit mot chu trinh.

Chitng minh: Piéu kién can. Gia st 1a mot canh cia mot d6 thi. Tir sy ton tai
duong di c6 hudng tir v dén v va nguoc lai suy ra (u,v) phai nam trén it nhat mot chu
trinh.

Piéu kién du. Thu tuc sau day cho phép dinh hudng cac canh cua dd thi dé thu
duoc dd thi co hudng lién thong manh. Gia st C' 1a mdt chu trinh nao d6 trong dd thi.
Dinh huéng cac canh trén chu trinh nay theo mot hudng di vong theo néd. Néu tat ca
cac canh cua do thi 1a d3 duoc dinh hudng thi két thic thu tuc. Nguoc lai, chon e 1a
mdt canh chua dinh hudng cé chung dinh voi it nhat mot trong sb cac canh d3 dinh
hudéng. Theo gia thiét tim dwgc chu trinh C'' chira canh e. Dinh hudng cac canh chua
dugc dinh huéng cua C'' theo mot hudng doc theo chu trinh nay (khong dinh hudng
lai céc canh da c6 dinh hudng). Thu tuc trén s€ dugce 1ap lai cho dén khi tt ca cac canh
ctia d6 thi duoc dinh hudng. Khi d6 ta thu dugc do thi ¢6 hudng lién thong manh.

Dinh nghia 3.12.

Hai dinh u va vcla d6 thi vo huéng G dugc goi la ké nhau néu (u,v) 1a canh

cta d6 thi G'. Néu e = (u,v) 1a canh cia d5 thi ta néi canh nay 1a lién thudc véi hai
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dinh v va v, hodc cling néi 1a néi dinh « va dinh v, dong thoi cac dinh v va v s€

duoc goi 1a cac dinh dau cta canh (u,v).

Dinh nghia 3.13.
Ta goi bac ctua dinh v trong dd thi vo hudng 1a sb canh lién thudc véi nd va s& ky
hi¢u 1a deg(v).
b c d
°
g
a f e

Hinh 3.10. D6 thi vé huwéng
Vi dy 3.22. Xét d6 thi cho trong hinh 3.10, ta c¢6
deg(a) =1, deg(b)=4, deg(c)=4, deg(f)=3, deg(d)=1, deg(e)=3,
deg(g) = 0.
Dinh bac 0 goi la dinh c6 Igp. Pinh bac 1 dugc goi 1a dinh treo. Trong vi du
trén dinh ¢ 1a dinh c6 1ap, a va d 1a cac dinh treo. Bac ctia dinh c6 tinh chat sau:
Dinh li 3.2. Gia st G = (V,E) 1a 4 thi vo huéng véi m canh. Khi d6 tong bac
clia tat ca cac dinh bang hai lan s6 cung.
Chirng minh: RS rang mdi canh e = (u,v) dugc tinh mot 1an trong deg(u) va mot
lan trong deg(v). Tu d6 suy ra tong tat ca cac bac cua cac dinh bang hai 1an s canh.
Vi dy 3.23. D6 thi véi n dinh c6 bac 1a 6 c6 bao nhiéu canh?
Theo dinh 1y 2 ta ¢6 2m = 6n. Tir d6 suy ra tong cac canh ctia do thi 1a 3n.
Hé qud 3.1. Trong d6 thi vo hudng, sb dinh bac 1é (nghia 1a c6 bac 1a s6 1¢) 1a mot
s6 chin.
3.2.4. Do thi c6 huong lién thong
Dinh nghia 3.14. e = (u, v) 1a cung cta dd thi co6 huéng G thi ta n6i hai dinh «
va v 1a k& nhau, va néi cung (u,v)ndi dinh u véi dinh v hodc cling néi cung nay 1a di
ra khoi dinh u va vao dinh v. Pinh u(v) s& duoc goi la dinh dau (cubi) cia cung
(u,0).
89



Tuong ty nhu khai niém bac, doi voi do thi cd hudng ta c6 khai niém ban bac ra va
ban bac vao cia mot dinh.
Dinh nghia 3.15.

Ta goi ban bac ra (ban bac vao) ciia dinh V trong dd thi c6 hudng 1 s6 cung ctia

d thi di ra khoi n6 (di vao n6) va ky higu Ia deg + (v) (deg — (v)).

a b C

-
g

r 3

Hinh 3.11. P6 thi ¢é huwdng
Vi du 3.24. Xét d6 thi cho trong hinh 3.11.

Ta co

deg—(a) =1, deg—(b) =2, deg—(c) =2, deg—(d) =2, deg—(e)=2.

deg+(a) =3, deg+(b) =1, deg+(c)=1, deg+(d)=2, deg+(e)=2.

Do mdi cung (u,v) s& dugc tinh mot 1an trong ban bac vao cia dinh v va mét 1an
trong ban bac ra cua dinh v nén ta co:

Rat nhiéu tinh chit ctia d6 thi c6 hudng khong phu thudc vao hudng trén cac cung
ctia nd. Vi vdy, trong nhiéu trudng hop sé thuan tién hon néu ta bé qua hudng trén cac
cung cta dd thi. Bd thi vo hudng thu duge bang cach bé qua hudng trén cic cung
duoc goi 14 do thi vé hudng twong g v6i @6 thi cb hudng di cho.

DPinh nghia: Do thi co huéng G dugc goi 1a lién thong manh néu véi hai dinh phan
biét bat ky u va v cia G déu c6 duong di tir v téi v va duong di tir v t6i u.

Do thi ¢ huéng G duogc goi 1a lién thong yéu néu d6 thi vo hudng nén ciia no
1a 1ién thong.
D6 thi c6 huéng G duoc goi 1a lién théng mot chidu néu véi hai dinh phan biét
batky u va v ciia G déu co duong di tir v t6i v hodc duong di tir v i u.
3.2.5. Do thi Euler va d6 thi Hamilton
3.2.5.1. Puong di Euler va do thi Euler
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C6 thé coi ndm 1736 1a nam khai sinh 1y thuyét d6 thi, v6i viéc cong bo 10i giai
“bai toan vé bay ciy cau ¢ Konigsberg” cuia nha toan hoc 13i lac Euler (1707-1783).
Thanh phé Konigsberg thudc Pho (nay goi 1a Kaliningrad thuéc Nga) duoc chia thanh
bdn ving bang cac nhanh séng Pregel, cac ving nay gdm hai ving bén bd song, dao
Kneiphof va m6t mién nam giira hai nhanh cua song Pregel. Vao thé ky 18, nguoi ta

xay bdy chi€c cau ndi cac vung nay voi nhau.

Hinh 3.12. Minh hoa bay cdy cau & Konigsberg

Dan thanh phd timg thic méc: “Cé thé nao di dao qua tit ca bay cau, mdi cau
chi mot 1an thoéi khong?”. Néu ta coi mdi khu vuc 4, B, C, D nhu mét dinh va mdi
cau qua lai hai khu vyc 1a mgt canh ndi hai dinh thi ta c6 so dd cua Konigsberg 1a mot
da dd thi G nhu hinh trén.

Bai toan tim duong di qua tat ca cac cAu, mdi cau chi qua mot lan c6 thé duge
phat biéu lai bﬁng m6 hinh nhu sau: C6 ton tai chu trinh don trong da dd thi G chura tat
ca cac canh?

Dinh nghia 3.16. Chu trinh (duong di) don chua tt ca cac canh (hoic cung)
ctia do thi (vo hudng hoic co6 hudng) G duoc goi 1a chu trinh Euler. Mot @6 thi lién

thong c6 chira mot chu trinh Euler dugc goi 1a dd thi Euler .
Vi du 3.25. DO thi trong Hinh 3.13a 1a Euler, dd thi trong Hinh 3.13a khong Euler

(a) (b)
Hinh 3.13. Minh hoa do thi Euler va khong Euler
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Diéu kién can va da dé mot do thi 1a dd thi Euler dwgc Euler tim ra vao nim
1736 khi 6ng giai quyét bai toan “héc bua” ndi tiéng thoi do6 vé bay ciy cau &
Konigsberg va day 1a dinh 1y dau tién cta Iy thuyét do thi.

Dinh Ii 3.3. D6 thi (v6 hudéng) lién théng G 13 d6 thi Euler khi va chi khi moi

dinh cta G déu c6 bac chén.

H¢ qua 3.2. D6 thi lién thong G 1a nira Euler (ma khong 1a Euler) khi va chi khi
c6 dang hai dinh bac 1é trong G.

Chitng minh: Néu G 1a nira Euler thi ton tai mot duong di Euler trong G tir dinh
u dén dinh v. Goi G’ 14 @6 thi thu dugc tir G bang cach thém vao canh (u,v). Khi d6
G’1a dd thi Euler nén moi dinh trong G’ déu c6 bac chin (ké cduvav). Vivay uva v
1a hai dinh duy nhat trong G c6 bac 1¢.

Pao lai, néu c6 dung hai dinh bac 1¢ 13 « va v thi goi G”1a d6 thi thu duoc tir G
béng cach thém vao canh (u,v). Khi d6 moi dinh cua G’ déu c6 bac chin hay G’ la dd
thi Euler. B6 canh (u,v) da thém vao ra khoi chu trinh Euler trong G’ ta c6 dugc dudong

di Euler tir u dén v trong G hay G la nira Euler.

Trong thuc té, chung ta hay gdp mot sb bai toan d6 voi cau hoi 1a xét xem mot
dd thi c6 thé vé béng mot nét hay khong (v€ mot nét 1a vé mot duong lién tuc, khong
nhac bat 1én ma ciing khong vé& lai duong cii).
Vi du 3.26. Nhitng thanh guom cia Mohammed va ngdi sao David 1a vi du vé do thi

Euler, tirc 1a v€ duoc béng mot nét.

Hinh 3.14. Nhitng thanh guwom ciia Mohammed va ngoi sao David
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Chii y 3.5. Ta c6 thé tim dugc mot chu trinh Euler bat ddu tir mot dinh bat ki trong dd
thi lién thong G ¢6 bac ciia moi dinh 1a chan theo thudt todn Fleury sau day.

Xuat phat tir mot dinh bat ky ctia G va tuan theo hai quy tic sau:

Quy tdc 1. Mbi khi di qua mot canh nao thi x6a no6 di; sau d6 xda dinh c6 1ap
(néu co);

Quy tdc 2. Khong bao gio di qua mot ciy cau, trir khi khong con cach lua chon
di nao khéc.
Vidu3.27.

Xét duong di trén hinh 3.15

Hinh 3.15. Puong di minh hoa thudt toan Fleury
Giai thich duong di ¢ hinh 3.15 nhu sau: Xuat phat tir u, ta co thé di theo canh

(u,v) hodc (u,z), gia sur 1 (u,v) (x6a (u,v)). Tir v c6 thé di qua mdt trong cac canh
(v,w), (v,2), (v,0), gia sit (v,w) (x6a (v,w)). Tiép tuc, cé thé di theo mot trong cac canh
(w,s), (w,y), (w,2), gia st (w,s) (xo6a (w,s)). Pi theo canh (s,y) (xd6a (s,y) va s). Vi (y,2)
1a ciu nén c6 thé di theo mét trong hai canh (y,w), (v,2), gia st (y,w) (x6a (y,w)). Di
theo (w,2) (x6a (w,2) va w) va theo (z,7) (x0a (2,y) va 2). Tiép tuc di theo canh (y,z)
(x6a (y,7) va y). Vi (z,u) 13 cau nén di theo canh (z,v) hodc (z,t), gia st (z,v) (x6a
(z,v)). Tiép tuc di theo canh (v,t) (x6a (v,t) va v), theo canh (¢,2) (x6a canh (¢,2) va ),
cudi cung di theo canh (z,u) (x6a (z,u), z va u).
Vidu 3.28.

Mot nhan vién di tir Buu Dién, qua mot sé duong phd dé phat thu, rdi quay vé
Buu Pién. Nguoi 4y phai di qua cac dudng theo trinh ty nao dé duong di 13 ngan nhat?

Bai todn trén dugc nha toan hoc Trung Hoa Guan néu Ién dau tién (1960), vi
vay thuong dugc goi 1a “bai toan nguodi phat thu Trung Hoa”. Ta xét bai todn & mot

dang don gian nhu sau:
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Cho db thi lién thong G. Mot chu trinh qua moi canh ctia G goi 1a mot hanh
trinh trong G. Trong céc hanh trinh d6, hiy tim hanh trinh ngan nhat, ttc 14 qua it canh
nhat.

RO rang réng néu G 1a dd thi Euler (moi dinh déu c6 bac chan) thi chu trinh
Euler trong G (qua mdi canh ctia G ding mot 1an) 14 hanh trinh ngén nhét can tim.

Chi con phai xét truong hop G ¢6 mot sd dinh bac 1¢ (s6 dinh bac 1é 1a mot sb
chan). Khi d6, moi hanh trinh trong G phai di qua it nhat hai 1an mot sé canh nao do.

D@ thdy rang mot hanh trinh qua mdt canh (u,v) nao d6 qua hai lan thi khong
phai 13 hanh trinh ngén nhat trong G. Vi véy, ta chi can xét nhiing hanh trinh 7' di qua
hai 1an mot s canh nao dé cua G.

Ta quy wdc xem mdi hanh trinh 7 trong G 1a mot hanh trinh trong do thi Euler
G, ,codugc tr G bang cach v& thém mot canh song song ddi voi nhitng canh ma T di

qua hai lan. Bai toan dat ra duoc dua vé bai toan sau:
Trong céc do thi Euler G, , tim d thi ¢6 s6 canh it nhat (khi d6 chu trinh Euler
trong d6 thi nay 1a hanh trinh ngan nhat).
Dinh li 3.4. (Gooodman va Hedetniemi, 1973) Néu G 1a mot d6 thi lién thong
¢6 q canh thi hanh trinh ngén nhat trong G ¢6 chiéu dai
q+m(G),
trong do6 m(G)la s6 canh ma hanh trinh di qua hai lan va dwoc xac dinh nhu

sau:
Goi V,(G) 1a tap hop céac dinh bac I¢ (2k dinh) cia G. Ta phan 2% phan tir ctia

G thanh k cip, moi tp hop k cip goi 1a mot phan hoach cip cia V.(G).

Ta goi do dai duong di ngan nhat tir u dén v 1a khoang cich d(u,v). Pdi véi
moi phan hoach cap P, ta tinh khoang cach gitra hai dinh trong tung cap, roi tinh tong
d (Pz) . S6 m(G) bang cyuc tiéu cua cic d (Pz) :

m(G) =d(P,).

Tir dinh 1i trén, ta c6 thé giai bai toan nguoi phat thu Trung Hoa cho trong dd
thi sau:
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Hinh 3.16. Biéu dién dwong di bai todn nguweoi phdt thw Trung Hoa

Tép hop cac dinh bac 1¢ V (G) = {B, G, H, K} va tap hop cac phan hoach

capla P = {Pl, P, P,5}, trong do

Plz{(B, G). (4. K)}—)d(Pl):d(B, G)+d(H, K)=4+1=5
P ={(B, ), (G, )}—>d(132)=d(3, H)+d(G, K)=2+1=3
P, ={(B, k), (G, H)} > d(P)=d(B, K)+d(G, H)=3+2=5

m(G) = min(d(R), d(r). d(P))=3

Do do6 G, c6 duge tr G bang cach thém vao 3 canh:

(B, 1), (I, H), (G, K) va G, 1445 thi Euler.

Vay hanh trinh ngin nhat can tim 1a di theo chu trinh Euler trong G,:
A B C, D E F K G K, FE C,J K H J I HIB,I A.

3.2.5.2. Puong di Hamilton va do thi Hamilton
Nam 1857, nha toan hoc nguodi Ailen la Hamilton(1805-1865) dua ra tro choi

“di vong quanh thé gi6i” nhu sau.
Cho mdt hinh thap nhi dién déu (da dién déu c6 12 mit, 20 dinh va 30 canh),
mdi dinh cua hinh mang tén mot thanh ph nbi tiéng, mdi canh cua hinh (ndi hai dinh)
1a duong di lai gifra hai thanh phd twong tng. Xut phat tir mot thanh phd, hiy tim
duong di tham tat ca cac thanh phé khac, mdi thanh phé chi mdt 1an, roi tré vé chd cil.
Trudc Hamilton, c6 thé 1a tir thoi Euler, nguoi ta da biét dén mot cau db hoc
bua vé “dudng di ctia con mi trén ban co”. Trén ban co, con ma chi co thé di theo

duong chéo cua hinh chitr nhat 2x3 hodc 3x2 6 vudng. Gid sir ban cd cd 8x8 6

vudng. Hay tim duong di cia con ma qua dugc tat ca cac 6 cia ban cd, moi 6 chi mot

lan r6i trg lai 6 xuat phat.
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Bai toan nay duoc nhiéu nha toan hoc chu y, dac bi¢t 1a Euler, De Moivre,
Vandermonde, ...

Hién nay di c6 nhiéu 1oi giai va phuong phap giai, trong d6 c6 quy tac: mdi lan
bd tri con ma ta chon vi tri ma tai vi tri nay s 6 chua dung téi do no khé)ng ché 1a it
nhét.

Mot phuong phap khac dya trén tinh ddi xtng cia hai nira ban co. Ta tim hanh
trinh clia con ma trén mot nira ban co, roi 1y dbi ximg cho nira ban ¢ con lai, sau d6
ndi hanh trinh cta hai nira da tim lai v&i nhau.

Tro choi va cau d6 trén din t6i viéc khao sat mot 16p d6 thi dac biét, d6 1a dd
thi Hamilton.

Dinh nghia 3.17. Chu trinh (dudng di) so cap chira tit ca cac dinh cua do thi

(v0 hudng hoac c6 hudng) G duge goi la chu trinh Hamilton. Mgt dd thi ¢6 chira mot

chu trinh Hamilton dugc goi 1a dd thi Hamilton.
Vidu 3.29.
Do thi Hamilton (hinh thap nhi dién déu biéu dién trong mit phang) voi chu

trinh Hamilton A, B, C, D, E, F, G, H, I, J, K, L, M\, N, O, P, Q, R, S, T, A
(duong to dam, Hinh 3.8).

Hinh 3.17. D6 thi Hamilton hinh thdp nhi dién déu biéu dién trong mdt phang
Nhu vdy, chu trinh Hamilton 13 chu trinh so cdp dai nhét trong G. Tir dinh

nghia, ta suy ra cac quy tic sau ddy dé xay dyng 1 chu trinh Hamilton H hodc chi ra
rang d6 thi khong vo huéng G khong 1a @6 thi Hamilton.
- Quy tdc 1. Tat ca cac canh ké véi 1 dinh bac hai phai & trong H.
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- Quy tdc 2. Khong co chu trinh con (chu trinh ¢6 chiéu dai nho hon n) nao dugc
tao thanh trong qua trinh xay dung H.

- Quy tdc 3. Khi chu trinh Hamilton ma ta dang xdy dung di qua dinh 4 thi xo6a
tat ca canh ké voi ¢ ma chua dung (khong con dung dén nira). Pidu nay c6 thé cho ta
mot s6 dinh bac 2 va ta lai c6 thé dung Quy tic 1.

- Quy tdc 4. Khoéng dinh ¢6 1ap hay canh treo nao dugc tao nén sau khi &p dung
Quy tic 3.
Vi du 3.30.

Xét @6 thi trong Hinh 3.18. Theo Quy tdc I thi cac canh 1&2, 1&3, 2&3, 4&3,

2&5, 5&3 phai ¢ trong H va ta c6 chu trinh con, trai voi quy tic 2. Vay do thi khong

Hamilton.
1 2
3
5 4
Hinh 3.18. D6 thi khong Hamilton
Vidu 3.31.

Xét @6 thi trong hinh 3.19. Theo Quy tic I, cac canh 1&2, 1&4, 7&5,
7&9 e H. Vily do dbi xtng nén tai dinh 9, ta c6 thé gia st 9& 10 € H. Theo quy
tic 3 ta x6a canh 9& 11 = 11& 10, 11& 8 € H . Tai dinh 10, canh 10&6 duogc x0a
va do d6 6&5, 6 & 2 € H. Lai ap dung Quy tdc 3, ta x0a cac canh 3&2, 3&5, 5&8 va

do d6 3 dinh treo, trai véi Quy tac 4. Vay do thi khong Hamilton.
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Hinh 3.19. D6 thi khong Hamilton
Vidu 3.32.

Hanh trinh cta con mi trén ban cd 8x8. C6 rat nhiéu 10i giai cho bai toan nay
trén ban cd vua tiéu chuin 8x8, cu thé 13 dén nay da co khoang 26.534.728.821.064
101 giai trong d6 quan Ma c6 thé két thuc tai chinh 6 ma né khéi ddu. Mot hanh trinh
nhu vay cua quan Ma dugc goi 1a mét hanh trinh dong, con mot hanh trinh ma quan
Mai di qua tit ca cac 6, mdi 6 mot 1an nhung khong thé quay vé 6 ban ddu cta né chi
béng mot nude di duge goi 1a mot hanh trinh mé. Hinh 3.20 14 mot 161 gidi cho ban co

8x 8.
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Hinh 3.20. Hanh trinh cua con ma trén ban co 8x8
Puong di Hamilton twong ty dudng di Euler trong cach phat biéu: Puong di
Euler qua moi canh (cung) cua dd thi ding mot lan, duong di Hamilton qua moi dinh
ctia dd thi dang mot 1an. Tuy nhién, néu nhu bai toan tim duong di Euler trong mot do

thi di duoc giai quyét tron ven, ddu hiéu nhan biét mot d6 thi Euler 13 kha don gian va
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dé sir dung, thi cic bai toan vé tim duong di Hamilton va xac dinh d6 thi Hamilton lai
kho hon rat nhiéu. Puong di Hamilton va d6 thi Hamilton c6 nhiéu y nghia thyc tién
va di dugc nghién ctru nhiéu, nhung van con nhitng kho khin 16n chwa ai vuot qua
duoc.
Nguoi ta chi méi tim dugc mot vai diéu kién du dé nhan biét mot 16p rat nho
céc d6 thi Hamilton va dd thi nira Hamilton. Sau day 1a mot vai két qua.
Dinh Ii 3.8. Néu G 1a mot d6 thi c6 hudng ddy du thi G 1a dd thi nira Hamilton.
Churng minh:
Gia sit G =(V,E) 1a dd thi c6 huéng ddy du va la dudmg di so cip bét ky
trong do thi G.
- Néu a da di qua tat ca cac dinh ctia G thi n6 1a mot duong di Hamilton cia G.
- Néu trong G con c6 dinh nim ngoai «, thi ta c6 thé bo sung dan cac dinh nay
vao o va cudi ciing nhan duoc duong di Hamilton.
Thét vay, gia sir v 1a dinh tiy ¥ khong ndm trén .

a) Néu c6 cung no6i v voi v, thi bd sung v vao déu cua duong di a dé duge

a, :(v, U, Uy ey U, vk).

b) Néu ton tai chisé i (1<i<k-1) mat v, €0 cung nbi téi v vatlr v c6 cung
nbi t6i v,, thi ta chen v vao gita v, va v, dé duoc duong di so cap
a, =(vl, Vyy vy Uy Uy U,y een vk).

¢) Néu ca hai kha nang trén déu khong xay ra nghia 1a véimoi 7 (1<i<k—1) v,
déu c6 cung di t6i v. Khi d6 bd sung v vao cudi cua duong di o va dugc duong di
a, =(vl, Vyy vy U,y Uy, v).

Néu dd thi G c6 n dinh thi sau n—% bd sung ta s€ nhan dugc duong di

Hamilton.

Dinh Ii 3.9. Néu G 1a d6 thi phan d6i véi hai tap dinh 1a V,, V, c6 s6 dinh cing

bang n (n > 2) va bac ciia mdi dinh 16n hon g thi G 1a mot do thi Hamilton.

99



Dinh Ii 3.10. Néu G 1a mot don dd thi co n dinh va bét ky hai dinh nao khong
ké nhau ciing c6 tong s bac khong nho hon n thi G 1a mot do thi Hamilton.
Vi du 3.33. Xét hai do thi (xem Hinh 3.20)

Do thi & Hinh 3.20a c6 8 dinh, dinh nao ciing c6 bac 4, nén theo Pinh 1i 3.9 d6
thi nay 1a Hamilton.

Do thi & Hinh 3.20b c¢6 5 dinh, dinh nao ciing c6 bac 4 va 2 dinh bac 2 k& nhau
nén tong sd bac khong nho hon 7, do d6 theo Dinh 1i 3.10 do thi nay 13 Hamilton.

‘ (b)
Hinh 3.20. Do thi Hamilton
3.2.5.3. Mot vai ung dung cua cac do thi dac biét

- Ung dung vao cdac mang cuc bo (LAN): Mot sb mang cuc bd dung cAu tric
hinh sao, trong do tat ca cac thiét bi dugc ndi voi thiét bi diéu khién trung tim. Mang
cuc bd kiéu nay co thé biu dién bang mot dd thi phan doi ddy du K, . Cac thong bdo
guri tir thiét bi nay t6i thiét bi khac déu phai qua thiét bi diéu khién trung tam.

Mang cuc b cling co thé c6 clu tric vong tron, trong d6 moi thiét bj ndi véi
dung hai thiét bi khac. Mang cuc bd kiéu nay c6 thé biéu dién bang mot d6 thi vong
C . Thong bao gui tir thiét bi nay t6i thiét bi khac duoc truyén di theo vong tron cho
t61 khi dén noi nhan (xem Hinh 3.34).

Cau truc hinh sao Cau truc vong tron Cau trac hon hop

Hinh 3.34. Mot s6 mang cuc bo theo cdc cdu triic
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Cudi cing, mot s mang cyc bd dung cau trac hdn hop cia hai cau tric trén.
Céc thong bao duoc truyén vong quanh theo vong tron hodc c6 thé qua thiét bi trung
tam. Su du thira nay co thé 1am cho mang dang tin cay hon. Mang cuc bo kiéu nay co
thé biéu dién bang mot do thi banh xe W, .

- Ung dung xir Iy song song: Céc thuat toan dé giai cac bai toan duoc thiét ké dé
thuc hién mot phép toan tai mdi thoi diém 1a thuat toan ndi tiép. Tuy nhién, nhidu bai
toan véi s6 luong tinh toan rat 1on nhu bai toan md phong thoi tiét, tao hinh trong y
hoc hay phan tich mat ma khong thé giai dugc trong mot khoang thoi gian hop 1y néu
dung thuét toan ndi tiép ngay ca khi ding céc siéu mdy tinh. Ngoai ra, do nhiing gidi
han vé mit vat ly ddi véi toe do thue hién cac phép toan co sé, nén thuong gap cac bai
toan khong thé giai trong khoang thoi gian hop 1y bang cac thao tac nbi tiép. Vi vay,
ngudi ta phai nghi dén kiéu xir 1y song song.

Khi xtr 1y song song, ngudi ta ding cac may tinh c6 nhidu bd xtr 1y riéng biét,
moi bd xtr Iy c6 bd nhéd riéng, nhd d6 co thé khic phuc dugc nhitng han ché cua céc
may ndi tiép. Céc thuat toan song song phan chia bai toan chinh thanh mot s6 bai toan
con sao cho co thé giai dong thoi duge. Do vdy, bang cac thudt todn song song va nhd
viéc sir dung cac may tinh c6 bo da xtr 1y, ngudi ta hy vong co thé giai nhanh cac bai
toan phtrc tap. Trong thuat todn song song c6 mot day céac chi thi theo doi viéc thuc
hién thuat toan, guri cac bai toan con t6i cac bo xtr 1y khac nhau, chuyén cac thong tin
vao, thong tin ra tdi cac bo xur 1y thich hop.

Khi ding cach xir Iy song song, mdi b xir 1y c6 thé can cac thong tin ra ciia cac
bo xtr 1y khac. Do d6 chiing can phai duoc két ndi véi nhau. Ngudi ta co thé dung loai
d6 thi thich hop dé biéu dién mang két ndi cac bd xir 1y trong mot may tinh c6 nhiéu
bd xur ly. Kiéu mang két ndi dung dé thyc hién mot thuét toan song song cu thé phu
thudc vao nhirng yéu cAu véi viée trao doi dit liéu gitrta cac bd xur ly, phu thude vao tbe
d6 mong mudn va tat nhién vao phan cimg hién c6 cia may tinh.

Cac bo xtr Iy c6 thé két ndi don gian 13 sip xép chung theo mdt mang mot chiéu
(xem hinh 3.45). Uu diém ctia mang mot chiéu 13 mdi bd xtr 1y ¢6 nhiéu nhat 2 dudng
ndi tryc tiép vai cac b xir Iy khac. Nhugc diém 1a nhiéu khi can c6 thém rat nhidu cac
két ndi trung gian dé cac bo xur 1y trao do6i thong tin véi nhau.

OO D—(D—C)
=/ / o/ =/

Hinh 3.35. So' d6 mé ta mang mét chiéu

Mang kiéu luéi (hodc mang hai chiéu) rat hay dugc dung cho cac mang lién két

(xem Hinh 3.36). Trong mot mang nhu thé, s cac bo xir 1y 1a mot s6 chinh phuong,
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n =m?*. Cac bd xir Iy dugc gan nhan P(i,5), 0 <14, j <m —1.Cac két ndi hai chiéu
s& ndi bo xir Iy P(i,7) v6i bon bo xir 1y bén canh, tirc 1a voi P(i,j £1) va P(i 1, 7)

chirng nao cac bg xur Iy con ¢ trong ludi.

@2, 0) P(2.1) P(2,2) P(@

Hinh 3.36. So' d6 mé ta mang mét chiéu

Mang két ndi quan trong nhat 13 mang kiéu siéu khéi. Véi cac mang loai nay sb
cac b xu ly la luy thua cia 2, n=2". Cic bd xt ly dugc gan nhan la
P, P, ..., P_ .Mbibo xir Iy c6 lién két hai chiéu v&i m bo xir 1y khac. Bo xu 1y P,
n6i véi bo xir 1y ¢6 chi s6 biéu dién bang diy nhi phan khac voi ddy nhi phan biéu dién
¢ tai ding mdt bit. Mang kiéu siéu khdi can béng sb cac két ndi truc tiép cua mdi bod
xtr Iy va s6 cac két ndi gian tiép sao cho cac bo xir 1y c6 thé truyén thong duoc. Nhidu
may tinh di ché tao theo mang kiéu siéu khdi va nhiéu thuat toan di duoc thiét ké dé
sir dung mang kiéu siéu khdi. D6 thi 1ap phuong Q. biéu dién mang kiéu siéu khdi c6

2™ bo xu ly (xem Hinh 3.37).

Hinh 3.37. So' d6 mé ta mang kiéu siéu khoi

3.3. So lwgc vé ciy
Mot do thi lién thong va khong c6 chu trinh dugc goi 1a cay. Cay da dugc dung
tir nim 1857, khi nha toan hoc Anh tén 13 Arthur Cayley ding cdy dé xac dinh nhimng
dang khac nhau cta hop chit hoa hoc. Tir d6 cay di dugce dung dé giai nhiéu bai toan
trong nhiéu linh vuc khac nhau. Cay rit hay dugc sir dung trong tin hoc. Chang han,
nguoi ta dung cay dé xady dung céc thuit toan rat c6 hiéu qua dé dinh vi cac phﬁn to
trong mot danh sach. Cay cling dung dé xdy dung cac mang may tinh véi chi phi ré
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nhat cho cac duong dién thoai ndi cic may phan tan. Cay ciing duoc dung dé tao ra cac
mi c6 hiéu qua dé luu trit va truyén dir liéu. Dung cdy c6 thé mo hinh cac tha tuc ma
dé thi hanh n6 can dung mot diy cac quyét dinh. Vi vay cdy dic biét co gia tri khi
nghién ciru cac thuat toan sip xép.

Dinh nghia 3.18. Cay 1a d0 thi lién thong va khong cé chu trinh. Rung 1a mot
d6 thi c6 nhiéu thanh phan lién thong, mdi thanh phan lién thong 1a mot cay.

Géc ciia cdy 1a mot dinh dac biét, thong thuong 1a dinh trén cung.

Mike ciia dinh 13 36 dai dudng di tir gbc dén dinh d6 (sb canh cua duong di).

D6 cao ciia cdy 1a mirc 16n nhit cta cdy (mic cua dinh cach xa gdc nhat).
Vi dy 3.34. D6 thi trong hinh 3.23 13 cay

Hinh 3.23
Trong dd thi ¢ hinh 3.23, néu ta chon v 1a géc thi v,, v, la nhitng dinh muec 1,

cac dinh v,, v;, v;, v, c6 muc 2 va do cao cua cay la 2.

57

Vi dy 3.35. D6 thi trong Hinh 3.24 13 cay c6 20 dinh

L 4

L]

Hinh 3.24

103



Vi dy 3.36. D6 thi trong hinh 3.25 13 rimg ¢6 3 cdy

Hinh 3.25
3.3.1. Tinh chit co ban ciia mét cdy
Dinh li 3.6. Cho T la mét do thi ¢6 n > 2 dinh. Nhiing diéu sau day tuong duong

(1) T 1a cay;

(i1) T khong co6 chu trinh va ¢6 n —1 canh;

(ii1) 7' lién thong va cd n —1 canh;

(iv) T lién théng va mdi canh 1a mot cau;

(v) Giira hai dinh bat ky déu c6 ding mot dudng di nbi chiing voi nhau;
(vi) T khong c6 chu trinh va néu thém vao 1 canh giita hai dinh khong ké
nhau, ta c6 mot chu trinh duy nht.

H¢ qua. Néu G la mét rieng ¢6 p cdy thi sé canh ciia Gla m =n—p.
3.3.2. Cdy n -phan
Dinh nghia 3.19. Cdy n-phdn (n € N') 1a cdy ma moi dinh trong d6 c6 téi da n
con va cé it nhat mét dinh cé n con.
Cay n-phdn ddy di 1a cdy ma moi dinh trong d6 c6 dting n con.
Cay cdn bang 1a cdy ma moi dinh 14 ¢6 mutrc 1a h hay h — 1, trong d6 h 1a chiéu

cao cua cay.
Vi dy 3.37. Trong hinh 3.26 biéu dién ciy nhi phan day du can bang (a), ciy tam phan
day du khong can bang (b) va cy tam phan khong diy da khong can bang (c).

104



(2) (b) (©)

Hinh 3.26
Dinh nghia 3.20. Duyét cay 1a liét ké tat ca cac dinh cua cay thanh mot day,
mdi dinh xuét hién mot 1an.

Hai phép duyét ciy thuong dung cho cdy n-phan bat ki

* Phép duyét trudc: Duyét cac dinh theo thir tu nhu sau (xem hinh 3.28)
1. Bén géc T
2. Dung phép duyét truéc dé lan lugt duyét cay con 7] 1di ciy con T va tiép

tuc cho dén ciy con T theo thur ty tr trai sang phai.

T " °e e

LT

3 k
Hinh 3.29
* Phép duyét sau: Duyét cac dinh theo thir ty nhu sau

1. Lan lugt duyét cay con T r0i cdy con T va tiép tuc cho dén cay con T theo
thir tu tir trdi sang phai;

2. Pbén géc r.

Nhan xét: Hai phép duyét khac nhau & tha tu duyét goc.
Vidu 3.38. Xétcay T & hinh 3.29
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11 12 13 14 15 16 17
Hinh 3.30

Ap dung hai phép duyét cho cdy T ¢ Hinh 3.30. Ta thu duoc két qua sau

- Truong hgp dung phép duyét trude thi cac dinh cua 7' duogc liét ké thanh day
nhusau: 1, 2, 5 11, 12, 13, 14, 3, 6, 7, 4, 8, 9, 10, 15, 16, 17.

- Truong hop dung phép duy¢t trude thi cac dinh cua T' duoc liét ké thanh day
nhu sau: 11, 12, 13, 14, 5, 2,6, 7, 3, 8, 9, 15, 16, 17, 10, 4, 1.

Riéng truong hop cay nhi phan, ta c6 phép duyét thi ba sau day

* Phép duyét trong: Duy¢t cac dinh theo thir tu nhu sau

1. Duyét cay con T, bang phép duyét trong;

2. Bén géc r;

3. Duyét cay con T, béng phép duy¢t trong.
Vi du 3.38. Hai cay nhi phan trong Hinh 3.31(a) va Hinh 3.31(b) 14 nhu nhau. Nhung
khi duyét bang phép duyét trong thi hai cdy duoc xem la khac nhau. Trong Hinh (a) thi
A 1a con bén phai cua D con trong Hinh (b) thi A 1a con bén trai cua D.

Dung phép duyét trong ta thu dugc

- Day cac dinh trong Hinh (a) 1a: D, A, R, B, C.

- Day cac dinh trong Hinh (b) 1a: A, D, R, B, C.

Trong truong hop néu ding hai phép duyét trudc va sau ta thu dugc diy cac
dinh gidng nhau cho ca hai Hinh (a) va (b) nhu sau

- Duyét trudc: Day cac dinh la: R, V, A, B, C.

- Duyét sau: Day cac dinh la: A, V, C, B, R.
Chii y: Céc tir “trude”, “sau” hay “trong” trong cac phép duyét cdy & trén 1a dé chi thu

tu xudt hién ctia géc r trong ddy cac dinh dugc duyét.
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A C A c
(a) (b)
Hinh 3.31
3.3.2. Ky phap Balan

Ky phap Ba Lan do nha logic toan Jan Lukasiewicz dé xuat khoang nam 1920.
Jan Lukasiewicz 1a mot nha toan hoc nguoi Ba Lan. Ong sinh ra & Lwow, Galicia (nay
la Lviv, Ukraina). Linh vuc nghién ctru chinh cua 6ng 1a logic toan.

Khai niém cdt 18i cua ky phap Balan 1a mot cach viét mot biéu thirc dai so rat
thuan loi cho viéc thuc hién cac phép toan. Pic diém co ban cia cach viét nay la
khong can dung dén cac déu ngodc va ludn thuc hién tir trai sang phai va biéu dién
biéu thirc thanh mot cdy c6 hudng, goi 1a cay nhi phan cua biéu thirc.
Vi du 3.39.

Xét biéu thirc

c*d
e —f

Thuc hién tinh toan biéu thuc (1) theo mot thir tu nhét dinh nhu so d6 sau

(a+b)—

a+b)—c*d)— }

SEfoYaois

Nhu vy, khi thuc hién phép tinh ndy, mat tinh phai duyét qua lai nhiéu lan dé
tim thtr ty tinh toan. Theo ky phap Balan, ta biéu dién biéu thirc (1) thanh cdy nhi
phan nhu Hinh 3.32.
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Hinh 3.32. Cdy nhi phdn ciia biéu thirc trong (1)
- Mdi bién sé duoc biéu dién bang mot 1a.

- Mbi dinh trong biéu dién mot phép toan cép 2 véi cac thanh td 1a cac ciy con
tai dinh do.

DPé c6 dugc biéu thirc theo ky phap Balan, ta duy¢t cay nhi phan cua biéu thurc
bang phép duyét thir tu truée. Bang cach nhu vay, biéu thirc (1) duoc viét theo ct phap

Balan la

N
—+ab+*cd — exf (2)
Quy tic tinh tir phai sang trai cta biéu thirc nhu sau:

Bit dau tir bén phai, khi gdp mot phép toan thi phép toan nay dugc thuc hién
cho hai thanh t6 ¢ ngay bén phai cta no, két qua nay la thanh té cho phép toan tiép
theo. Chang han, voi a=6, b=8, ¢c=4, d=7, e=3, v =2, f=2.thi biéu thuc
(2) duorc tinh theo trinh tu timg budc va cho két qua bang 10.

3.4. Bai toan vé dwong di ngian nhat

Dinh nghia 3.21. Cho dé thi G = (V,E) ¢6 trong 6 v6i V = {1, % ..., n} va

i,j€V.Goi S l1atap hop tat ca cac dudng di tir i dén j.

Xét bai toan
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Tim P € S sao cho w(PO) = mfm{w(P) :Pe S}.

Bai todn nay goi la bai toan duong di ngén nhét va PO goi la duong di ngén nhat
tir 7 dén j. (Trong sd ctia mot canh c6 thé xem la khoang cach giira hai dinh).

Bai toan tim duong di ngin nhat c6 nhiéu tmg dung trong thuc té, chang han:
Tim duong di ngin nhit tir mot dia diém nay dén mot dia diém khéc trong thanh phd
(Goolge Map), hay tbi uu hoa trong van chuyén hang hoa. ..

3.4.1. Thudt toan Dijkstra
Tim dwong di ngan nhat tiv mét dinh dén nhitng dinh khdc biét
w(e) >0, Ve € E.

Cu thé hon, ta xét bai toan sau: Cho don dd thi lién thong, cd trong sb
G = (V, E ) Tim khoang cach d(u,,v) tir mét dinh u cho trudce dén mot dinh v bat ky
cia G va tim duong di ngén nhat tir u, dén v.

Y tuéng dwa ra phuong phap cua thuat toan Dijkstra 1a: xac dinh tuan tu dinh co
khoang cach dén u, t nho dén 16n.

Trude tién, dinh c6 khoang cach dén a nho nhat chinh 1a a, vé6i d(u,,u,) = 0.

Trong cac dinh v # u_, tim dinh c6 khoang cach £ dén u, 1a nho nhat. Dinh nay phai

02
1a mot trong cac dinh ké véi u, -
Gid str do la v . Ta co:
d(uo,ul) =k.
Trong cac dinh v # u, va v # u, tim dinh ¢6 khodng cach £, dén u, 12 nho
nhat. Dinh nay phai 1a mot trong cac dinh ké véi u, hodc vai u, .
Gid str do la u,. Ta co:
d(uo,u2> =k,..
Tiép tuc nhu trén, cho dén bao gio tim dugc khoang céch tir dén moi dinh v
cua G.

NéuV = (uo, Uy ooy u”) thi:

1

0 =d(u,,u,) < d(u,u) < du,u,) <..<du,u).

)? 0 07 71 07 72 07 'n
Vi du 3.40.
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Tim dwong di ngdn nhat tir dinh A dén cdc dinh con lai trong do thi G duwéi day

Hinh 3.24

Gia sir dinh ngudn u, = A

Khoi dau V' = { A} khi do:

d(A,B)=10; d(A,D)=30; d(AE)=100; d(A,C)=c,
1: V= {A, B} ta co

d(A,B)=10; d(A D)=30; d(4 E)=100; d(A,C)=10+50 = 60.
2.V = {A, B, D} ta co

d(A,B)=10; d(A,D)=30; d(A E)=90; d(A,C)=10+30 = 40.
3:V={4 B, D, C}taco

d(A,B)=10; d(A,D)=30; d(4,E)=30+10+10=50; d(4,C)=40.
4V ={A B, D, C, D}taco

d(A,B)=10; d(A,D)=30; d(4,E)=30+10+10=50; d(4,C)=40.

Két luan:
- BPuong di ngan nhat tr A dén C la:

d(A,C)=d(AD)+d(D,C)=30+10 = 40.

- Puong di ngan nhat tr A dén F la:

d(A,E)=d(AD)+d(D,C)+d(C,E)=30+10+10 = 50.

Mgnh dé: Thuat toan Dijkstra tim duong di ngan nhat tir mot dinh cho trude
dén mot dinh tiy ¥ trong don d6 thi vo hudng lién thong c6 trong sd ¢6 do phirc tap 1a
O(n’).

Chirng minh: Thuat toan dung khong qua n —1 budc lip. Trong mdi budc lip,

dung khong hon 2(n —1) phép cong va phép so sanh dé stra d6i nhan cia cac dinh.
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Ngoai ra, mot dinh thugc S, c6 nhan nho nhat nho khong qua n —1 phép so sanh. Do
d6 thuét toan c6 do phirc tap O(n?).
Pinh nghia 3.22. Cho & thi G =(V,E) véi V ={1, 2, ..., n}. Ma trin
khoang cach cua G 1a ma tran M = (Mij> voi
0 néu i = j

M, =<{w(i,j) néu (i,j) € E

ij
0 néu (i,j) ¢ E

Vidu 3.41.

O

—(®)

Tur d6 thi trén, theo Pink nghia 3.22. Ta lap dugc ma tran khoang cach sau

A B ¢ D FE F

Al 0 3 o o o o

Blw 0 1 4 o

M = Clow o 0 -1 o 6
D o0 0 4 00

E | o 00 00 00 0 00

Fl o o 0o 2 0

Vidu 3.42.

Tim dudng di ngan nhét tir dinh 1 d&én cac dinh con lai trong do thi G dudi day
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Tw dd thi G, ta ¢é ma trén khoang cach la

Thuat toan Dijkstra &p dung cho dd thi trén duoc thé hién trong bang

¢ hién bang do thi trong Hinh 3.42 va goi 1a cy

™ T T T B IR
T 8 8§ 8§ & N oo e

~— —_ — ~— —_— |
~— ~— U~~~

—~~ o~ |

TTT TR EE AR
3 § § § — 4 = =

- - = —Z 42 2|2
—~ —~ = =~ =~ =~ |
T A ! ™

8 & & & & & S|

~—r N~— —_ — — ~ |~
— —~ =~~~ ~ |
I N N N S S

8 o5 6 of 6 6 o6 |

N~—" ~— N~ ~— ~_ — — [~
— el N /N —~ -~ —~ — | —
— ™ Al i i |

S T T T S S K]

N~— NI el
* —_ Y~ ~ —~ | =

T e ! ™ m ™
Y= N e S s JE Y S Vo SR Yol FYe)

~— ~—r —_ — Y ~— ~— |~
o O O O O O o oo

Céac duong di ngan nhat dugc th
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3.4.2. Thudt toan Ford-Bellman
Tim dudng di ngin nhét tir mot dinh dén nhing dinh khéac hodc chi ra raing db

thi ¢6 mach 4m (trong s6 4m).
Buée 1. Mbi niit tinh khoang cach giira n6 va tit ca cac nit khac trong hé thong tw chu
va luu trir thong tin nay trong mot bang.
Buée 2. Mbi nit giri bang thong tin ctia minh cho tit ca cac nit 1an can.
Buoc 3. Khi mdt nut nhan dugc cac bang thong tin tir cac nut 1an can, no tinh céac
tuyén duong ngin nhat t6i tit ca cac nut khac va cap nhat bang thong tin cia chinh
minh.
Nhén xét: T 1 dinh xuat phat nhin hinh ta c6 thé suy ra duong di ngan nhat tir dinh d6
t6i cac dinh khac ma khong can 1am lai tir dau.
Vi du 3.23. Dung thuat toan Ford-Bellman cho dd thi trong Hinh 3.43, ta co két qua

duogc thé hién & bang sau

o1 2 3 4 5 6

0 | 0 | (@) | (0-) | (=) | (=) | (0-)
Lo | (LD | (o) | &1 | (o) | (o)
> |l o | D | AL 2 | &1 | 92 | (8 2
310 | (1,1 | (10,6) | (66 | (92 | (82
4 1 o | (m1D | (0,6 | 66 | (84 | (8 2
5 10 | (1 | (10,6) | (6,6) | (84 | (82

Tir d6 ta c6 cdy di ngdn nhat
Ménh dé: Thudt todn Ford-Bellman cé dé phitc tap la O(n?).
Chii y: Uu diém ciia thudt toan Ford-Bellman la giai quyét dwoc bai todn do thi ¢é

trong s6 dm con thudt todn Dijkstra khéng giai quyét dioc.
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TIEU KET CHUONG 3
A. Hé thong ni dung trong tam
Trong tdm ciia chwong gom cdc ndi dung sau:
1. Thuat toan va tinh do phtrc tap cua thuat toan.
2.Ly thuyét dd thi va mot sb ung dung cua céc dd thi dac biét.
3. So lugc vé Cay va duyét Cay.
4. Mot s6 thuat toan tim duong di ngan nhét.
B. N§i dung théo luin - nhiém vu tu hoc
1. Thao lun nhém va bao cdo vé cac ndi dung
- Xay dung va mo ta mdt sb thuat toan, xac dinh do phuc tap cua thuat todn, tim
hiéu mot sb thuat toan lién quan 1am co s cho cac hoc phan tin hoc.
- D6 thi vo hudéng, co6 hudng, do thi Euler, d6 thi Hamilton va nhiing bai toan
thue té lién quan.
- Duyét cdy, cay nhi phan va céc bai todn lién quan lam co sé cho cac hoc phﬁn
tin hoc
- Thuat toan tim duong di ngin nhat Dijkstra va Ford-Bellman, dong thoi phan
tich nhirng diém va han ché cua timg thuat toan. Tim vi du chimg té rang thuét toan
Dijkstra khong thé ap dung cho d6 thi c¢6 trong sé 4m; Tim hiéu thém maot s6 thuat toan
tim dudng di ngin nhat va néu 1én nhirng tmg dung thuc té ciing nhu co sd tmg dung
vao cac mon hoc lién quan dén tin hoc.
2. Nhiém vu tu hoc
- Poc, nghién ctru dé hiéu dugc cac dinh nghia, dinh 1i va chimg minh dinh li
(néu c0), hé¢ qua, ménh dé, vi du, nhan xét, chi y trong noi dung mdi muyc va tiéu muc
sau khi hoc.
- Lam céc bai tap tir 3.1 dén 3.35 trong phan bai tap cudi chuong theo ndi dung
da duoc hoc.
C. Bai tap chuong

3.1. Tim mot s6 nguyén n nho nhat sao cho f(z) 1a O(zn) dbi véi cac ham
f(z)sau:
a. f(z) =22’ + 2’logz.
b. f(z)=22" + (Zog m)4.

ot e+t 41
¥ +1

c. f(z)
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2° +5logx
W=

3.2. Chung minh rang:
a. 2’ +4z +7 12 O(z’), nhung z° khong 1a O(z° + 4z +17).
b. zlogr 1a O(z”) nhung z* khong 13 O(xlogr).
3.3. Cho mot danh gia big-O dbi véi cac ham cho dudi day. Dbi véi ham g(z) trong
dénh gid f(x)1a O(g(x)), hdty chon ham don gidn c6 bic thip nhét.
a. nlog (n2 + 1) +n’logn.
b. (nlogn + 1)2 + (logn + 1) (n2 + 1).

n 2
c.n® +n".

3.4. Cho H 1asb diéu hoa thir n:

H =1+l+l+...+l.Chl'rngminhréngH lélO(logn).
" 2 3 n "

3.5. Lap mot thudt toan tinh tong tat ca cac sd nguyén trong mot bang.
3.6. Lap thuat toan tinh 2, v6i 2 1a mot s6 thuc va n 1a mot s nguyén.
3.7. M6 ta thuat toan chén mot sb nguyén z vao vi tri thich hop trong ddy cac sd

nguyén a, a,, ..., a xép theo thu tu ting dan.

2
3.8. Tim thuat toan xéac dinh vi tri gap du tién cua phﬁn ttr 16n nhat trong bang liét
ké cac sb nguyén, trong d6 cac sb nay khong nhat thiét phai khac nhau.
3.9. Tim thuét toan xac dinh vi tri gip cudi cung cia phan tir nho nhat trong bang
liét ké cac sb nguyén, trong d6 cac sb nay khong nhét thiét phai khac nhau.

3.10. M5 ta thuat toan dém s6 cac s6 1 trong mot xau bit bang cach kiém tra mdi bit
clia x4u dé xac dinh no ¢ 1a bit 1 hay khong.

3.11. Thuat toan tim kiém tam phan. Xac dinh vi tri ctia mot phﬁn tur trong mot bang
liét ké cac s6 nguyén theo thir tu ting dan bang cach tach lién tiép bang liét ké d6
thanh ba bang liét ké con c6 kich thudc bang nhau (hodc gan bang nhau nhét co thé
dugc) va giéi han viéc tim kiém trong mot bang liét ké con thich hop. Hay chi 16 cac
budc cua thuat toan do.

3.12. Lap thuat toan tim trong mot day cac ) nguyén sb hang dau tién béng mot sd

hang nao d6 dung trudc nd trong day.
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3.13. Lap thuét toan tim trong mot diy cic sb nguyén tit ca cac sd hang 16n hon
tdng tat ca cac sd hang dung trudc nod trong diy.

3.14. Cho danh gia big-O d6i véi s6 cac phép so sanh duge dung boi thuat toan
trong Bai tap 3.10.

3.15. Panh gia do phiic tap ctia thuat toan tim kiém tam phan dugc cho trong Bai
tap 3.11.

3.16. Banh gia dg phuec tap cua thuat toan trong Bai tap 3.12.

3.17. Mo ta thuat toan tinh hiéu cta hai khai trién nhi phan.

3.18. Lap mat thuat toan dé xac dinh a > b, a =bhay a<b ddi voi hai sb nguyén
a va b & dang khai trién nhi phan.

3.19. Panh gia d6 phuc tap cta thuat toan tim khai trién theo co s6 b cia s6 nguyén
n qua sd cac phép chia dugc dung.

3.20. Hay cho thuat toan dé quy tim tong n sd nguyén duong 1¢ dau tién.

3.21. Hay cho thuat toan dé quy tim sé cuc dai cta tap hitu han céc s6 nguyén.

3.22. M6 ta thuat toan dé quy tim z"mod m véi n, z, m 1a cac s nguyén duong.

3.23. Hay nghi ra thuat toan d¢ quy tinh a* trong d6 a 1a mot s6 thuc va n 1a mot
s6 nguyén duong.

3.24. Hiy nghi ra thuat toan dé quy tim sé hang tha n cta diy duoc xac dinh nhu
sau: a, =1, a =2vaa =a _a , voin=2 3 4, ..

3.25. Thuat toan dé quy hay thuat toan ldp tim s6 hang thir n ciia day trong Bai tap
24 1a ¢6 hiéu qua hon?

3.26. Xét xem G c6 1a dd thi Euler khong? Néu khong, G c6 thé v& bang may nét?

3.27. C6 thé nao thuc hién tit ca cac nuée di cia mot con ma trén ban cd vua va tré
vé 6 xuét phat khong?

3.28. Cho céc vi du vé

a. Mot d6 thi Euler nhung khong phai 1a @6 thi Hamilton.
b. Mot d6 thi Hamilton nhung khong phai 1a d6 thi Euler.
c. Mot d6 thi Euler dong thoi 1a d6 thi Hamilton.

3.29. M6t cude hop c6 it nhét ba dai biéu dén du. Mi ngudi quen it nhat hai dai
biéu khac. Chirng minh rang c6 thé xép dugc mot s6 dai biéu ngdi xung quanh mot ban
tron, dé moi ngudi ngdi giira hai nguoi ma dai biéu d6 quen.

3.30. Mot 16p hoc c6 it nhat 4 sinh vién. Mdi sinh vién than véi it nhat 3 sinh vién
khac. Ching minh ring c6 thé xép mot s6 chan sinh vién ngdi quanh mét ci ban tron

dé moi sinh vién ngdi gitra hai sinh vién ma ho than.
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3.31. Trong mot cudc hop co ding hai dai biéu khong quen nhau va mdi dai biéu
nay c6 mot sb 1& ngudi quen dén du. Ching minh riang ludn ludn co thé xép mot sd dai
biéu ngdi chen giita hai dai biéu néi trén, d¢ mdi nguoi ngdi giita hai ngudi ma anh ta
quen.

3.32. Mot thanh phd c6 n (n > 2) nut giao thong va hai nut giao thong bt ky déu
c6 sb dau mdi duong ngdm t6i mot trong cac nut giao thong nay déu khong nhoé hon n.
Chung minh rang tir mot nat giao thong tuy ¥ ta co thé di dén mot nit giao thong bt
ky khac bang dudng ngam.

3.33. Hay duy¢t cay nhi phan sau

3.34. Dung thuat toan Dijkstra tim duong di ngin nhét tir dinh a dén cac dinh khac

trong d6 thi hinh dudi day:

3.35. Dung thut toan Dijkstra tim dudng di ngan nhét tir dinh a dén cac dinh khac

trong do thi sau:
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CHUONG 4. PAI SO BOOLE VA HAM BOOLE

Céc mach dién trong may tinh va cac dung cu dién tir khac déu co céac dau vao,
mdi diu vao 1a s 0 hodc sb 1, va tao ra cac dau ra cling la cac $6 0 va 1. Cac mach
dién d6 déu co thé duoc xay dung bang cach dung bat ki mot phan tir co ban nao ¢
hai trang thai khac nhau. Chiing bao gdm céac chuyén mach c¢6 thé ¢ hai vi tri mé hodc
dong va cac dung cu quang hoc c6 thé 1a sang hodc t6i. Nam 1938 Claude Shannon
ching to rang c6 thé dung cac quy tic co ban cia logic dé thiét ké cac mach dién. Cac
quy tic nay da tao nén co s& cua dai sb6 Boole. Sy hoat dong cua mdt mach dién dugc
xac dinh boi mot ham Boole chi 1 gié tri cua dau ra dbi vai mdi tap dau vao.

Budc dau tién trong viéc xdy dung mot mach dién 1 biéu dién ham Boole cia
no béng mot biéu thirc duge lap béng cach dung cac phép toan co ban cua dai $6
Boole. Biéu thirc ma ta s& nhan duogc c6 thé chira nhidu phép toan hon mirc can thiét
dé biéu dién ham do.

4.1. Pai s6 Boole
4.1.1. Dinh nghia

Dinh nghia 4.1. Tap hop khac rdng A, xét cac phép todn nhan (/\), cong (v) .

i) Ta néi phép toan nhan, phép toan cong co tinh két hop néu véi moi z,y, z € A,
ta co:

a:v(yvz)=(a:vy)vz va :C/\(y/\z)=(:c/\y)/\z

ii) Ta néi phép toan nhan, phép toan cong co tinh giao hodn néu véi moi z,y e A,

ta co:
TVY=YVI VATAY=YAT.

iii) Ta noi phép toan nhan, phép toan cong c6 tinh phdn phéi néu véi moi z,y € A,

ta co:
xv(y/\z):(a:vy)/\(a:vz) va x/\(yvz):(x/\y)v(x/\z)
iv) Phan tir 1 dugc goi 1a phan tir trung hoa ciia phép nhin néu Yz € A, ta cb:
vizal=1lAaz=2x
v) Phan tir 0 duoc goi 1a phan tir hoa ciia phép cong néu Vz € A ta co:
zv0=0vz=zx

vi) Phan t& = dugc goi 1a phan tr bu cua xnéu

svr=xvzr=1lvazarzxz=xzArz=0.
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Dinh nghia 4.2. Pai sé Boole 13 tap hop A cing v6i hai phép toan (hai ngdi) A va
v thoa mén céc tinh chit: Tinh két hop, tinh giao hoan, tinh phan phdi, ton tai hai phan
tur trung hoa 0, 1 va véi moi z € A ton tai ; .

Vidu4.1. 1)Chotap £ # @, goi P(E) 1a tap hop gdm céc tap con cia F. Ta
co P (E) 1a mot dai s6 Boole dbi véi cac phép tinh tip hop U va M. Tap M khong
gian cac ménh d& 12 mot dai s6 Boole ddi véi phép tuyén v va phép hoi A .

2) Do 30 khong chia hét cho chinh phuong, U, 1a dan bu phan bo va do d6 1a mot
dai sb Boole véi cac phép toan

TVY = BSCNN(m,y), TAY= USCLN(x,y)
3) Tap hop B = {O, 1} 12 mot dai s6 Boole ddi v6i cac phép toan: z Ay = zy va

tvy=z+y—zy. Phinbuciazchinhla z=1-=.
Pai s6 Boole nay déng vai tro quan trong trong i thuyét vé cac ham Boole.
Chii ¥. Phan bu z cua mot phan tr z 13 duy nhit va hon nita ta ¢6 Quy tic De

Morgan.

TAY=TVYVATVY=TAY

4.1.2. Tinh chit
Dinh Ii 4.1. Trong dai s6 Boole A, dinh nghia quan hé: 20y < z Ay = z. Khi d6
0 1a mot thir ti trén A sao cho A 1a mot dan bu phan bd dbi véi thir ty nay. Hon nita,

véi moi z,ye A, taco:

sup(:v,y) =zvy, inf(x,y) =T AY
Chitng minh. Trudc hét ta kiém tra @ 1a mot thir tu trén A.

Tinh phan xa:
Véimoi x € A ta co:

:erx:(:L’/\:z:)VO :(x/\x)v(x/\x):x/\(xvx) =zxAl =2x.

Nghia la z0y .
Tinh phan dbi xtng:

Voi z,y € A sao cho z8y va yOz ta co:
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TAY=T VAYAT =Y
Do tinh giao hodn cua A tacd z =y.
Tinh bac cau:

Voéi z,y,z € A sao cho 20y va ybfz ta co:
TAY=TVAYAZ=Y
Suy ra x/\z=(x/\y)/\z=x/\(y/\z)=x/\y=x . Nghia la 26z .
Véi z,y € A tuy y, ta co: (:EAy)/\x=(x/\z)/\y=x/\y nén (:c/\y)é’x .
Tuong tu (x /\y) = (y/\a:)ﬁy. Thé nén (l’/\y) la chan dudi chung cua xva y.
Goi z 1a mdt chan dudi chung bat ki cua z, y.Tacd zanzx=2zva zany=2z2.Dodd
z/\(x/\y):(z/\:v)/\y:z/\y:z.NghTala‘l z@(x/\y).Véy x/\y:inf(x,y).
Bay gid do iv) ciia Binh nghia 4.1, 1 chinh 13 phan tir 16n nhat.
Mat khac, voi z € A tuy y: O/\x:(O/\x)vOz(OA:c)v(:z:/\;)
:(Ov;)/\x:;/\x:()
Nghia 12 0 12 phan tir bé nhat cia A.
Sau cung v6i moi x,y € A, ta co:
x/\(xvy):(va)/\(a@vy):xv(O/\y)
MaOAy=0 nén x/\(xvy>:xv0:x.
Nghia la a:@(xvy) . Tuong tu yH(yv:c) = (a:vy) .
Goi z1a mot chan trén chung cta x va y. Ta co6:
(a:vy)/\z:(x/\z)v(y/\z):a:vy
Nghia la (xvy)@z.Dod(') TVY :sup(a:,y).
Tom lai A 1a mot dan bu phan bd véi phan tir 16n nhat va bé nhat 1a 1, 0. Hon nita

do v) ciia Dinh nghia 4.1 nén 2 chinh 1a phan bu cua (dpem).
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Do Dinh li 4.1, mdi dai s Boole hitu han dugc lién két véi mot biéu dd Hasse. Ta
hay quan sat hai dai s6 Boole U o vapP ({a, b, c}) Tuy duogc dinh nghia khéac nhau, cac

dai s6 Boole nay c6 hai biéu do Hasse “dong dang”

] 3 {b,c} /{a,b,c
/ ya / /
5 1 e {ac)
3 6 {b
/ / /
1 2 0 {a}
Hinh 4.1 Hinh 4.2

Tir hai biéu d6 trén, ta co thé xdy dung dugc mot song anh ¢ giita U 5 Va
P({a, b,c}) sao cho cac dinh tuong ung véi nhau 1+ {9}, 2 {a}, 3 {b},... va
hai dinh duoc ndi béi mot cach cua U ,, S€ tuong ung vdi hai dinh duoc ndi v&i mot
canh cua P({a, b, c}) Noi cach khac ta c6 mot dang céu giita cac tap hop co thir ty.
Theo Pinh 1i 4.1 ta co sup va infcta hai phan tir z, y trong U 4, twong ing vai sup, inf
cua go(a:),go(y).

Dinh nghia 4.3. Ddng cdu giita hai dai s6 Boole A va B 1a mot song dnh
@ :A — B sao cho voi moi z,y€ A, ta co:

o= 1) =0z} vols)

o(zry)=o(z)ro(y)
Ménh dé 4.1. Néu ¢ : A — B 1a mot dang cau dai s6 Boole thi ¢ ciing 1a dang

cAu tap hop co thir ty vdi nhitng tha tu trén A va B xac dinh bdi Dinh i 4.1. Dac biét,
néu 0, 1 1a phan tir trung hoa cta A,v trong A thi (p(:v),gp(y) 1a phan tir trung hoa
cua A,V trong B.

Chitng minh. Gia st z, y 1a hai phan tir trong A sao cho z@y . Khi iy ta co:
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TAY=21 :>go(m) A go(y) = go(:v) :gp(m)ﬁgo(y).
Do 0 va 1 ciing 1 phan tir bé nhét va 16n nhat ctia A, ta thay go(O) va go(l) cling la
phan tir bé nhat va 16n nhét ctia B, nghia 1 phan tir trung hoa ddi voi cac phép toan

A,V trong B (dpcm).

Tro lai hai dai s6 Boole U o var ({a, b, c}) Su dang cau cua chiing khong phai 1a
truong hop cé bigt. Ta co:
Dinh Ii 4.2 (Stone). Mot dai s Boole hitu han A ludn ludn déng cu véi P (E)

trong d6 F 1a mot tap hop hiru han.

H¢ qua 4.1. S6 phan tir cia mot dai s6 Boole hitu han 12 Iy thira cua 2.

H¢ qua 4.2. Hai dai s6 Boole hiru han c6 cing s6 phan tir thi déng c4u v6i nhau.

Chitng minh. That vy hai dai s6 Boole cho trudc s& dang cdu voi P(El) va

E

1

E

AR

P (E2 ) Do chung c6 cing s6 phén tir. Tir ol = ol -

Khi d6, néu f1a mot song énh gitta £ va E, thi fs& cam sinh mot dang ciu giita

P(E,) va P(E,) nhu sau:
¢: P(E) - P(E,)
A 1(4)

Khi dé tacé: f(Au B)=f(A)u f(B).Nghiala p(Av B)=p(A)v ¢(B).

Hon nita do f 1 song &nh ta ciing co:
f(AnB)=f(A)~f(B).Nghiala p(A A B)=p(A) A ¢(B) (dpem)

Bay gio dé chimg minh Dinh 1i Stone ta can tim tap hop E, dé y rang ta c6 mot

don anh:

f:E— P(E)
z - {z}
Hon nira trong P (E ) , cac tap hop {3;} chinh la cac trdi truc tiép cua ¢. Turdo ta

c6 dinh nghfa.
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Dinh nghia 4.4. Trong mot dai s6 Boole A, mot #r4i truec tiép ctia phan tir bé nhat
duoc goi 1a mot nguyén tir cua A.

Bé @é 4.1. Gia stt A 1a mot dai s6 Boole hitu han véi phén tr bé nhat 0. Khi éy moi
phan tir z # 0 déu c6 thé viét dudi dang z = a, va,v..va ,trong do {al,ag,...,an}

1a tap hop cac nguyén tir tréi boi T. Hon nita néu b, b

s Uy e

.,b la cac nguyén tir sao cho:
r=0vb, v..vb thi {bl,bz,...,bn} = {al,aQ,...,an}

Goi F la tap hop tat ca cac nguyén tu cua A. Nho B6 dé 4.1, ta c6 mot anh xa
p:A—> P(A) dugc dinh nghia nhu sau: go(O) =@ . Néu = # 0 thi go(x) la tap hop
tat ca cac nguyén tir trdi boi a. Khi d6 Dinh 1i 4.2 12 hé qua cua dinh li sau

Dinh Ii 4.3: pla mot dang céu gitta A va P (A).

Chirng minh. Gia sit 0 # 20y . Khi ay cac nguyén tir trdi boi = ciing 12 nguyén tir
tr1i bdi y nén go(x) c (o(y) . Nguoc lai gid st @ # gp(a:) c go(y) Ta viét

gp(m) = {al,aZ,...,an} va gp(y) = {bl,bQ,...,bn}.
Do B6 dé 4.1 ta co:

r=ava,Vv..va vay=bvb v..vb.
Do {al,aZ,...,an} c {bl,bZ,...,bn} nén z6y.
Trudng hop z= 0 1a hién nhién.
Tém lai, ta da chirng minh:
0y < go(:c) c go(y)
Pit biét, néu go(:z:) = (o(y) thi z0y va yfzr nén x = y. Hay @ la don anh.

Gia su {al,az,...,a }c F,datx=a va,v..va va go(x) =b vb Vv..vb.

n

1 Uyoeees

Do B6 dé 4.1 nén z = bvb,v..vb va {bl,bQ,...,bn}= {a a a”}. Hay ¢ la

toan anh (dpcm).
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4.2. Ham Boole
4.2.1. Khai ni¢m co bdn

Xét so d6 cua mach dién gém 3 ngét dién (Hinh 4.3). Tuy theo cac ngét dién A, B,
C dugc dong hay ma, sé c6 hoic khong c6 dong dién di qua tir M dén N. Mubn vy ta
v& ra so d6 cho tit ca moi truong hop. Tuy nhién diéu nay khong thé thuc hién duoc
néu sd ngit dién rat 16n. Vi du néu c6 100 ngat dién, s& co tat ca 2 so dd khac nhau.

Ngay cé trong truong hop sb ngat dién bé, thi van can mot cach sip sép c6 hé thong

céc so dd dé co thé tra ciru dé dang timg truong hop.

A

N

Hinh 4.3
Dé don gian ngudi ta lién két véi mdi ngét dién mot bién, bién nay 13y gia tri 1a 1
néu ngit dién dong va ldy gia tri 1a 0 néu ngat dién mo. Trong vi du vé mach dién néi
trén, ta co ba bién q, b, c. Ngoai ra, toan mach di¢n con dugc lién két v&i bién d léy gia
trj 1 néu c6 dong dién di tir M dén N va 13y gia trj 0 trong truong hop khong co dong
dién tir M dén N. Véi twong tmg nhu vay ta c6 thé liét ké tit ca cac truong hop trong

bang gia tri nhu sau:

a b c d
0 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 1 1 1
1 0 0 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 1
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Trong trudng hop s6 ngat dién 16n thi viéc thiét 1ap bang gia tri 1a khong thuc té.
Ta can tim mot cong thirc cho phép biéu dién ham d(a,b,c) theo cac bién a, b, ¢ nhu
cac ham da thirc trong truong hop ham bién thuc. Nhan thiy bang trén 1a bang chén tri

ctia cac dang ménh dé. By gio ta xét ham E(p, g, r,...) theo cac bién p, ¢, 7, ..., trong

doé p, ¢, 1, ..., va cd FE cling chi léy hai gid tr1 1a 0 va 1. Do 1a cac ham Bool theo nghia
dudi day.
Dinh nghia 4.5. Ham Boole n bién 1a mot 4nh xa B" — B, trong d6 B = {0, 1} .

Tép hop cac ham Boole n bién dugce ki hiéu boi F .
Chu y. 1) Cac ham Boole con dugc goi 1a ham logic hay ham nhi phan.
i) Tap hop B = {0, 1} 1a dai s6 Boole dbi véi cac phép toan

anb=ab,

avb=a+b-ab

a=1-a
ii1) Cac bién xuit hién trong ham Boole dugc goi 1a bién Boole. Mdi ham Boole
duoc lién két véi mot bang (tuong tu nhu bang trén) nham cho biét sy phu thudc cua
ham Boole theo gia tri ctia cac bién Boole. Ta ciing goi bang gia tri nay 1a Bdng chdn

tri cua ham Boole.

iv) Ta ki hiu F 1a tap hop 27" Do @6 s6 ham Boole khac nhau chinh la:

Fl=p"|=2"

n

Mit khéc, twong tng A — y, la mot déng cAu cla tap hop cé tha tu P (B”) va

F , trong d6 thir ty trén Fdugc xéac dinh nhu sau: voi f,ge F thi
flg < Va = (al,ag,...,an) € B”,f(a) < g(a)

Khi d6 sup va infcua hai ham f, g dugc cho béi:

(va)(a)=7(a)va(a) = fa)+9(a) =/ (a)g(a). Vo B
(/9)(a) = f(a) rg(a) = I (a)g(a).va e B

Phdn bi f cua ham Boole f dugc cho boi f(a)=f(a)=f ~f(a),Va e B",

va

trong d6 f, : B" — {1} 1a ham hing.
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Dé don gian ta ki hiéu f.g thay cho f A g va J, — f thay cho } .

Vi cac phép toan trén, F tré thanh mot dai s6 Boole déng cAu voi P (B” ) bac
biét cac nguyén tir trong B" tuong ung vdoi cadc nguyén tu trong P (B”). Ma trong
P (B") cac nguyén tir chinh 13 cac tap hop thu vé mot diém nén ta co:

4.2.2. Tinh chit

M¢énh dé 4.2. Cac nguyén tir trong F 1a cac ham Boole chi khac 0 tai mot diém
duy nhét. Ttc 1a bang gia tri chan li ctia n6 chi c6 mot dong duy nhat & d¢6 ham khéc 0.
Céc ham nay duoc goi 1a cac fir 10i tiéu cta F.

Theo Dinh 1i Stone ta co:

M¢énh dé 4.3. Mbi ham Boole fdéu dugc viét dudi dang:

f=m vm v..vm

2

4.1)
trong d6 m, ,m,,...m_1a cac tr t6i tiéu troi boi f

Do tir toi tiéu m_chi khac 0 duy nhat & mot dong, m_ s& duoc trdi boi fkhi va chi
khi dong ma m_ khac 0 cling 1a mdt trong nhirng dong ma f khac 0. Tur do6 ta c6 quy
tac viét f = m, NV m, V...V m bang cach chon cac m, chinh 12 céc tur tbi tiéu twong
mg v6i mot dong khac 0 nao d6 cia f Chang han nhu trong vi du vé ham d(a, b, ¢)

biéu dién mach dién & trén ta co

a b c d m; | my | my | my; | my
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 1 1 1 0 0 0 0
1 0 0 1 0 1 0 0 0
1 0 1 1 0 0 1 0 0
1 1 0 1 0 0 0 1 0
1 1 1 1 0 0 0 0 1

Trong d6 d =m, vm,vm,vm vm_.

126



Bay gid dé c6 mot cong thirc trong minh cho mot ham Boole bat ki, ta can tim
cong thie tuong minh cho cac tir ti tiéu. Xét phép chiéu thir i duoc cho boi

ﬂi:B"—>B

(xl,xZ,...xi,...zn) =z,

RO rang 7.1a mot ham Boole n bién ma gia tri cua n6 chi phu thudc bien thur <.

Tuong ty nhu cac ham thye ta s€ dung cung ki hi¢u =, dé chi ham Boole .

z, (al,aQ,...,ai,...,a") =a,
Vi ki hiéu nay thi phﬁn bu x_7 =1-z cling la mot ham Boole ma gia tri chi phy
thudc vao bién thir i. Ta néi z,x, 1a cac tir don. C6 tht ca 2n tir don.
M¢nh dé 4.4. Céc tir t6i tieu déu co thé viét dudi dang m =bb,..b trong do

b =x hodac b =z, .
Chii y. i) Do mdi b co thé 14y hai gié tri xi,x_i nén ta tim lai duogc s tir t6i tiéu
chinh 14 s6 phan tir cia B" : 2".
ii) Ta c6 quy tic viét bicu thirc mot tir tdi tiéu ung véi diém a = (al, Qyyenes @ ) :
Bu6e I: Viét tich tat ca cac bién A R

Bude 2: Gach bién tha i khi a =0. Chéng han trong vi du vé mach dién & trén

céc tur toi tieu m,m,,...,m_ c6 bi€u di€n nhu sau:

m, = gbc
m, = abe
m, = agc
m, = abg
m. = abc

5

Do do, taco: d = ;bcv abc v al_)c v abe v abe.

iii) Tong quat hon, mot ham Boole bat ki fc6 thé viét nhu 1a tong Boole cia cac tir
tbi tiéu troi boi £ va mdi tir t6i tiéu nay duge viét nhu 1a tich cia n bién. Cong thirc

nay dugc goi la dang nodi roi chinh tac cua f.
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iv) Thay vi cac tir toi tiéu, ta c6 thé xét cac tir tdi dai, d6 1a phan bu cua céc tir tdi
tiéu. Khi d6, do Ménh dé 4.4 nén mdi tr t6i dai s& 1a téng Boole cua n tir don. Hon
nita, ta ¢ thé viét fnhu la tich cua céc tir tdi dai. Pay chinh 1a dang ndi lién chinh tic
cua ham Boole f.

Dinh nghia 4.6. 1) Don thirc 12 mot tich khéac 0 cua cac tir don.

ii) Cong thite da thirc cia ham Boole f 1 cong thirc biéu dién f duéi dang tong
Boole cua cac don thuec.

Chi y. Do xx =z va :v7x_7 = (0 nén trong mot don thirc m, bién r. hodc x_7 co
thé xuat hién nhung khong ddng thoi xuat hién. Noi cach khac, mdi don thirc c6 thé
viét nhu 1a tich b,b,,...,b , trong d6 b, léy mot trong ba gia tri 1, x7,x_7 Do d6 sb don
thtrc khac nhau 1a 3". Suy ra mdi ham Boole chi c6 mot sb hitu han cong thirc da thuec.
bé y réng néu b.#1, tandi b, 1a mot thira sb ctia m. Nhu thé mdi don thic duoc viét
nhu 12 tich cta téi da n thira s6 khac nhau.

4.3. Mang cac cong va cong thirc da thire toi tiéu
4.3.1. Khai ni¢m co bdn

Trong vi du vé mach dién, ta da biéu dién mach dién dudi dang mot ham Boole dé

khao sat su phu thudc cua output d (c6 hay khong dong dién chay qua) theo cac input
a, b, ¢ (cong tic dién twong Gmg déng hay mo). Bay gio ta hiy xét bai toan nguoc lai.
Cho truéc mot ham Boole f (3;, Y, z,...), hay thiét ké mot mang cac thiét bi vat 1i cho
phép tong hop nén ham Boole f

Do Ménh dé 4.3 va Ménh dé 4.4, mdi ham Boole déu c6 thé viét thanh mot cong
thirc trong d6 cac bién logic (bién Boole) duoc ndi két lai voi nhau béi cac phép toan

AV, . Do @6 trudc tién ta can tong hop cac phép toan trén. Thiét bi dé tong hop cac

phép todn nay dugc goi la cac cong, chung dugc bi€u dién bdi cac so do sau:

—>

X

Cong NOT hay dao dién Cong AND Cong OR
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Hinh 4.4
Trong cac so do trén z va y 1a cac tin hiéu vao voi hai trang thai khac nhau cho
phép chung biéu dién dugc cac bién logic voi hai gia tri 0, 1. O dau ra ta cling c6 mot
tin hiéu biéu dién cho mot bién logic phu thudc vao cac input theo cic phép toan

Ny Vs

Vi du 4.2. Dé tong hop ham Boole f = zy v w2 , ta co thé sir dung mang cac cong

sau (Hinh 4.5):

Y

Hinh 4.5

Trong d6 ¢6 hai cong AND, mot cong OR va mot cong NOT.

Mit khéc ta ciing c6 thé viét ham fnhu:

f= :cy(zvz)v:z:(yvy)z =2YZV TYZV TYZ V TYZ
Day chinh 1a dang ndi rdi chinh tac clia fvi cic sd hang déu 1a tir téi ticu. Néu sur
dung cong thirc trén dé thiét ké mot mang cac cong tong hop f, ta phai sir dung 8 cong
AND va 3 cong OR, khong ké mot s6 cong NOT.

Bai toan dit ra 1a phai tim mot cong thirc tdi wu dé tong hop mot ham Boole cho
trudce.

4.3.2. Bai todn t6i wu

Bai todn I: Giam sd loai cong.

That vay, ta c6 thé tong hop cong OR tir cong NOT va cong AND (Bai tap). Do d6
moi ham Boole déu co thé dugc tong hop ma chi ding cong NOT va cong AND. That
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ra ta ¢ thé dat hai cong nay lai chung thanh mot cong co tén 1a NAND véi so dd
(Hinh 4.6):

X

— ]

el
y

Hinh 4.6

Khi 4y cong NOT va cong AND c6 thé duoc tong hop nhu sau (Hinh 4.7 va Hinh 4.8):
X X

>

XX =Xx

B
L

Hinh 4.7

y

Hinh 4.8

Tir d6 c6 thé tong hop cong OR ma chi ding cong NAND nhu trong bai tp néu

trén. Suy ra moi ham Boole déu dugc tong hop ma chi dung cong NAND. Bén canh
cong NAND ta ciing c6 cong NOR (NOT OR) véi so do:

)T xVy

o
y o

Hinh 4.9
Khi 4y ta ciing ching minh dugc moi ham Boole déu dugc tong hop ma chi s
dung cong NOR (Bai tap).

Bai todn 2: Cuyc tiéu hoa thoi gian cham tré. Muyc tiéu 14 1am giam thoi gian cham

tré khi di qua mot cong. Tuy khoang thoi gian nay 1a nho nhung néu tich lity qua nhiéu
16p cong thi né tré thanh déng ké, nhét 13 trong cac may tinh c6 téc do cao.
Bai todn 3: Cuc tiéu hoa sb cong st dung.
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Do thoi gian cham tré khi qua cong NOT la khong dang ké, dudi day khi phan

tich cdc mach, ta c6 theé bé qua cong NOT. Noi cach khac cac bién z, y, 2, ... cling

duoc xem nhu 13 céc bién input tuong tu nhu z, ¥, 2,...

4.4. Phwong phap biéu dé Karnaugh

4.4.1. Khai niém co ban

Pé 1am giam sb cac sd hang trong mot biéu thirc Boole biéu dién mot mach, ta can
phai tim cac sb hang dé t6 hop lai. Co6 mot phuong phap dd thi, goi 1a ban d6
Karnaugh, dugc dung dé tim cac sb hang to hop duoc ddi voi cac ham Boole c6 s6
bién tuong d6i nho. Phuong phap ma ta mo ta dudi diy da duoc Maurice Karnaugh
dua ra vao nam 1953. Phuong phdp nay dua trén mot cong trinh trude dé cua E.W.
Veitch. Cac ban d¢6 Karnaugh cho ta mot phuong phép truc quan dé rit gon cac khai
trién tong cac tich, nhung chung khong thich hop véi viée co khi hoa qua trinh nay.
Trude hét, ta s& minh hoa cach dung cac ban do Karnaugh dé rit gon biéu thirc cia cac
ham Boole hai bién.

Phuong phap biéu d6 Karnaugh cho phép tim nhanh cong thirc 1a da thie ti tiéu
ctia ham Boole c6 ba hodc bon bién. Truong hop ba bién hoan toan twong ty nhung
don gian hon truong hop bon bién. Do d6 ta tap trung trinh bay trudng hop bon bién.

Ta da biét mot ham Boole bén bién 1a mot anh xa f : B — B nén dé c6 thé biéu
dién bang hinh anh ta s& sir dung mot hinh vuéng gém c6 16 6 vudng nho biéu dién 16
phan tir cia B'. Khi d6 ta biéu dién mot ham Boole f : B' — B bang cach gach chéo
cac 6 6 d6 f bang 1.

Nhu vay van dé chinh 1a danh s6 16 6 cta hinh vudng twong tng voi cac phan tir
ciia B'. Ta da biét cac phan tir cia B* ¢6 thé dugc xép theo thu ty:

0000, 0001, 0010, 0011, ..., 1111.

Ta c6 thé xép cac phan tir cia B theo thtr tu trén 1an luot trén cac dong cua hinh

vudng 16n. Tuy nhién cach nay khong thuan tién bang cach cua Yeitch va Karnaugh:

T T

1010 |1110 |0110 |0010 |t

1011 | 1111 | 0111 |0011
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1001|1101 | 0101 |0001 |*¢

1000 | 1100 | 0100 | 0000 | !

y Y y
Hinh 4.10

(5 day ki hidu = chi cot ma & d6 bién diu tién = 4y gia tri 1, z chi cot & d6 bién =
liy gi4 tri 0. Twong tu cho bién thir hai y. Cac bién thir ba 2 va thir tu ¢ duge gan voi
cac dong. Vi du & hai dong dau bién z 14 14y gia tri 1 va hai dong sau bién z iy gia tri
0. Tuong tu cho bién .

Cach biéu dién trén cia B* rat thuan tién cho viéc biéu dién cac don thirc. That
vay, ta nhan thy hai 6 lién tiép nhau chi khac nhau mot thanh phan, vi du 6 & dong hai
cot hai va 6 ¢ dong hai cdt ba chi khac nhau ¢ thanh phﬁn dau tién: 1111 va 0111. Mat
khac 6 & dong mot cot mot va dong mot cot bdn cling biéu dién hai phﬁn tir chi khac
nhau mét thanh phan: 1010 va 0010.

Ta quy udc rang cic 6 ndy duoc xem nhu ké nhau theo nghia rong: hai 6 dugc goi
la ké nhau theo nghia réng néu sau khi ta cudn hinh vudng 16n theo chiéu doc hay
chiéu ngang tao thanh hinh try thi hai 6 ban dau sé& tr¢ thanh ké nhau trén hinh tru. Vi
quy udc trén ta thiy rang hai 6 ké nhau (theo nghia thong thudng hay nghia rong) khi
va chi khi ching biéu dién hai phan tir cia B* chi khac nhau mot thanh phan.

Bay gid dé biéu dién ham Boole bon bién f, ta s& gach chéo cac 6 cia hinh vudng
16n tuong tmg v6i cac diém cua B' ¢ d6 f bang 1. Ta néi hinh vé& ay 1a biéu dd
Karnaugh ctia ham Boole f.

Vi du nhur hinh v& dudi ddy chi biéu d6 Karnaugh ctia ham Boole bon bién:

f=xyztv :I:y;t \ ;yzt \Y ;y;t Vv xyzt v xyzt

Hinh 4.11
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Ta thdy rang ham Boole fchinh 1a ham dic trung cua tap hop gach chéo trong biéu

d6 Karnaugh. Do d6 st dung ding ciu gitra hai dai s6 Boole P (34) va 2% ta co:
4.4.2. Tinh chit
Ménh @é 4.5. Vi moi ham Boole bén bién f, ¢:
i) Biéu d6 Karnaugh cua f 1a tap hop con biéu d6 Karnaugh cia ¢ khi va chi khi
/0.
ii) Biéu d6 Karnaugh ctia fv g (twong ung f A ¢) 1a hop (twong tng giao) cia

cac biéu do Karnaugh cua fva g.

iii) Biéu d6 Karnaugh cua } 13 phan bu ctia biéu d6 Karnaugh cua f

Chu y. 1) St dung Ménh dé 4.5, ta c6 thé vé duoc biéu do Karnaugh cua mgt ham
Boole néu biét bang chan tri ciia nd hodc biét dugc mot cong thic biéu dién ham
Boole dudi dang mot biéu thirc theo cac bién va cac phép toan v, A,

i1) Nguoc lai, néu biét duge biéu d6 Karnaugh ctia ham Boole f, ta co thé doc
ngay tir @6 dang ndi roi chinh tic. Cac tir ti tiéu troi boi £ chinh 12 ham dic trung cua
mdi 6 nam trong biéu dd Karnaugh. Hon nita, cong thirc cho tir toi tiéu nhu 1a tich cua
4 tlr don dugc doc ngay trong biéu d6 Karnaugh khi xem cac dong va cot chia 6 dang
xét: vi du nhu tir don trng v&i1 6 ¢ dong 3 cot 2 1a xyzt vi cac dong va cot chira 6 nay la
x? y? Z? t

iii) Hai tir ti tiéu ung voi hai 6 ké nhau (theo nghia thong thuong hodc nghia
rong) chi khac nhau mot thira s6 1a tir don. Do d9, ta c6 thé dung luat phan bd dé dat

thira s6 chung trong tong Boole ciia chiing va dugc mot don thirc ¢6 ba thira s6 14 tir
don. Vi du nhu:

Tyt v :Byzz = :Byz(t Y 2) = Yz

c6 biéu dd Karnaugh 1a mot hinh chir nhat theo nghia rong gom hai 6 lién tiép nhau
1110 va 1111.

Téng quat hon ta co:
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Ménh dé 4.6. Biéu dd Karnaugh cua mot don thirc ¢6 dang tich cua p tir don

(1< p <4)1a mot hinh chit nhét (theo nghia rong) gdbm 27 6, ma ta goi 1a cac £é

bao.
Vidu4.3.
T Z Tz
ot yzt yzt

Hinh 4.12
Do Ménh dé 4.5 va Ménh dé 4.6, cac tién dé nguyén td ctia mot ham Boole bon

bién c6 biéu d6 Karnaugh 1a mot té bao t6i dai nim trong biéu d6 Karnaugh cia f,
nghia la khong dugc bao ham thuc sy bdi mot té bao khac nam trong biéu dd
Karnaugh cta f. Ta noi cac té bao nay 1a ¢ bao Ién cia biéu d6 Karnaugh cta f Nhu
vay viéc tim cong thirc da thire tdi tiéu cua f dwa vé viée giai quyét hai van dé:

i) Tim tat ca cac té bao 16n nim trong biéu dd Karnaugh cua f.

ii) Tim mot phép phu t6i tiéu biéu do Karnaugh cta f bang cac té bao 1n, nghia 1a
mot ho té bao 16n co hop 1a biéu dd Karnaugh cua fsao cho khi rat bot mat té bao 16n
trong s6 do thi ho con lai khong phu kin biéu d6 Karnaugh cua f

Tir d6 ta ¢ thuat toan gdbm bén bude tim cong thire da thic tdi tiéu nhu sau:

Buéc 1: Chi ra tit ca cac té bao 16n cua biéu dd Karnaugh cua f Sau Budce 1, ta s&

pht dan biéu d6 Karnaugh bang céc té bao 16n cho dén khi phu kin.
Buée 2: Néu ton tai mot 6 chi nam trong mot té bao 16n duy nhat, ta chon ra té bao

nay dé phu. Trong phan con lai cia biéu d6 Karnaugh, néu c6 mgt 6 chi nam trong mot
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té bao 16n duy nhat, ta chon ra té bao nay dé phu, va lap lai Bude 2 cho dén khi khéng
con 6 nao c6 tinh chat trén.

Buée 3: Néu cac té& bao 16n chon trong Bude 2 da phu kin biéu d6 Karnaugh cua f
ta qua Buoc 4. Néu khong, chon ra mot 6 con lai. Trong sb céac té bao 16n chua 6 nay
ta chon ra mot té bao tiy y dé thém vao phép phi, va cir tiép tuc nhu trén cho phan con
lai cho dén khi phu kin biéu d6 Karnaugh cua f

Bude 4: O budc nay ta da chon dugc mot sb té bao 16n phu kin biéu dd Karnaugh
ctia £. Do trong Budc 3 ¢6 su lua chon tiy ¥ té bao 16n chira mot 6, ta thuong c6 nhiéu
hon mét phép phi. Trong s6 cac phép phu nhan dugc, loai bo cac phép phu khong tbi
tiéu. Sau cung, cac phép phu con lai cho ta mot cong thire da thirc ciia fma ta con phai
so sanh chung theo Pinh nghia 4.4: loai bo nhiing cong thuc c6 mdt cong thirc khac
trong s& d6 thuc sy don gian hon né. Cac cong thire con lai chinh 1a cong thirc da thuc
tbi tiéu phai tim.

Chii y. 1) Néu Budc 3 dugce bo qua thi khong ¢ sy lua chon tuy ¥. Trong truong
hop nay ta dugc mot phép phu duy nhat trong ing véi cong thire da thie tdi tiéu duy
nhit.

i1) Dé tién viéc xem xét, ta s& gach chéo mdi té bao 16n duoc chon cho dén khi phﬁn

gach chéo tring v6i biéu dd Karnaugh cua f Puong nhién hai cach chon khac nhau sé

dan dén hai qua trinh phu khac nhau va cho ta hai cong thirc khac nhau.

Vi dy 4.4. Xét ham fc6 biéu dd Karnaugh nhu sau:

Hinh 4.13

Buée I: Biéu d6 Karnaugh cta fco 2 té bao 16n:

Hinh 4.14
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Buée 2: 6 (3,1) nam duy nhét trong :c;;; , 6 (1,1) nam duy nhét trong xgﬁ Hai té
bao 16n nay di phu kin biéu d6 Karnaugh cta B nén ta qua Budc 4.
Buéc 4: Ta chi ¢6 duy nhat mot phép phu g voi cong thire da thirc téi tiéu duy
nhit cua £
f= :L’Z_/; v x&g
Chii y. St dung cong thie trén dé tong hop ham Boole f bing mot mang cac cong,
ta cin bon cong AND va 1 cong OR (khong ké cong NOT)

Vi dy 4.5. Xét ham f c6 biéu dd Karnaugh nhu sau:

Hinh 4.15

Buéc 1: Biéu dd Karnaugh cua fc6 bon té bao 16n:

2t Tyt Y2t TYz
Hinh 4.16

Buée 2: O (2,4) nam trong té bao 16n duy nhat w2t
O (4,2) nam trong té bao 16n duy nhat xy;

Gach chéo hai té bao 16n nay ta dugc so dd sau:

Hinh 4.17

Con lai 6 (3,3) chua dwoc phii, nam trong hai té bao 16n nén ta qua Budc 3.
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Buée 3: O (3,3) nam trong hai té bao 16n w2t va xy; . Chon tity ¥ mot trong hai té
bao trén ta déu phu kin biéu do Karnaugh cua f
Bu6c 4: Ta duge phép phu t6i tiéu twong (mg véi hai cong thire da thuc:

f::cy;v;ztv;yt va fzxy;v;ztvyzt

Ca hai cong thirc nay déu don gian nhu nhau theo Pinh nghia 4.5 nén ta duoc hai
cong thuc da thic toi tiéu.

Chii y. Str dung cac cong thirc nay dé tong hop ham fbang mot mang cac cong, ta
can 6 cong AND va 2 cong OR.

Vi dy 4.6. Xét ham fvéi biéu dd Karnaugh sau day:

Hinh 4.18

Bu6e I: Biéu d6 Karnaugh cua fco 8 té bao 16n nhu sau:

T2t ;yz x2t yt
Hinh 4.19

Bude 2: Céc 6 (1,2) va (2,4) ndm trong cac t& bao 16n duy nhét 13 2z va yz tuong
mg. Sau khi chon cac t& bao 16n nay thi phan con lai cia biéu d6 Karnaugh cua f déu

c6 moi 6 nam dung trong hai t€ bao 16n nén ta qua Budce 3.
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Hinh 4.20
Buée 3: Ta cd so do cach chon céc té bao 16n con lai dé phu kin biéu d6 Karnaugh

cua ftheo cac nhanh (cua hinh cay):

i) Chon zy: con lai 4 6 chua phu
- Chon y;t: con lai 2 6 chua phu

+ Chon oot phii kin biéu d6 Karnaugh cia f

f:xzvg;zva:;vy;tvxzt (F)

+ Khong chon 22t : d& phu hai 6 (4,3) va (4,4) ta bude phai chon zyz va

yt -

fzxzvg_/zvxg_/vy;tvyt (Fy)
- Khong chon y;t: dé phii 2 6 (3,2) va (3,3) ta budc phai chon =t va ;y; Lic
nay chi con lai 6 (4,4). Néu chon g;g ta s& duoc mot phép phu khong t6i tiéu vi co thé
loai bot té bao 16n :cg_/ ma van con duoc mot phép phu. Do d6 ta budc phai chon EEZ :

f:xzvg_/zvxg_/vxtv;y;vxzt (F3)

i) Khong chon zy: Dé phu 2 6 (3,1) vi (4,1) ta budc phai chon céc té bao 16n
tva yt. Lac niy con lai 2 6 chua phi 13 (3,3) va (4,3).
- Chon ;y; : pht kin biéu d6 Karnaugh:

f:xzvg_/zva:tvytv;y; (Fy)

- Khong chon ;y; : Pé phu 2 6 (3,3) va (4,3) ta budc phai chon cac té bao 16n
y;t va ot ;

fzxzvg_/zva:tvytvy;tvxzt (F5)

138



Buéc 4: Ta ¢6 5 cong thic da thirc. Tuy nhién c6 thé xay dung d& dang cac don
anh trong Dinh nghia 4.5 cho thiy cong thirc (F,) don gian hon (F,), (F), (Fy), (F)

ma khong tuong duong (don gian nhu nhau theo Pinh nghia 4.6).

Chang han nhu ta ¢6 don anh:
s

vz > g2

xt — 3:@_/

yt - yat

Yz - w2t
trong do 1_/15 chi ¢6 2 thira s6 1a tir don trong khi y;Z ¢ 3 thira s6 1a tir don, nghia 1a
(F) thuc sy don gian hon (F)). Cac don anh khéc ciing dugc xay dung tuong tu. Tém
lai ta chi c6 mot cong thire da thic tdi tiéu duy nhét cia ham f la:

f =:1:zvg_/zv:ctvytv;y;
Chii y. Str dung cong thirc trén dé tong hop f bang mang cic cong, ta can 6 cong
AND va 4 cong OR.
Truwong hop ham 3 bién
- P6i voi cac ham Boole 3 bién, ta s& sir dung hinh chit nhat c6 8 6 dé biéu dién
B? thay vi hinh vudng 16 6.

x T

1101 |111 |o11 |o01

1011 | 1111 | 0111 | 0011

Yy Yy (]
Hinh 4.21

Khi dy dinh nghia biéu d6 Karnaugh, té bao, t& bao 16n hoan toan tuong ty va ta co
thé ap dung quy trinh 4 budc nhu trén dé tim cong thirc da thirc tdi tiéu.
Vi du 4.7. Xét ham Boole

f :(xvyvz)(xvyvz)v(xvyvz)
Biéu d6 Karnaugh cua 3 thira s6 la:
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TVYVZ TVYVZ TVYVZ

Hinh 4.22
Do d6 biéu dd Karnaugh cua fc6 dang:
Hinh 4.23
Buée I: C6 4 té bao 16n
ZL’]; Tz yz ;;
Hinh 4.24

Buée 2: O (1,2) nam trong té bao 16n duy nhét yz

O (2,4) nam trong té bao 16n duy nhét g_/;
Chon céc té bao nay cho phép phu ta dugc

Hinh 4.25
Buoc 3: Con lai 6 (1,1) nam trong 2 té bao 16n x; va zz. Chon mot trong hai té
bao nay ta déu phu kin biéu dd Karnaugh cua f
Burde 4: Ta ¢6 hai cong thirc déu 1a cong thire tdi tiéu
f=yzv g_/; v :L’g_/
f=yzvyzvaz
Truong hop 5, 6 bién
Dbi v6i ham Boole 5 bién ta dung hai 16p hinh vudng 16 6 dé biéu dién 32 6
vudng ciia B®, mot 16p twong tng v4i gia tri clia bién thir ndm v = 0 va 16p tng véi v
=1.
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Biéu do Karnaugh ctia m¢t ham Boole theo nam bién z, Y, 2, t, v dugc thiét lap
bang cach gach chéo cac 6 trong hai 16p trén tung véi cac diém o d6 flay gia tri 1. O
day ngoai céac té bao 13 nhirng hinh chit nhat trong mdi 10p, ta co cac té bao 13 hai hinh
chir nhat (té bao) t& bao thudc hai 16p c6 cung hinh chiéu xudng mot mit phang nam
ngang, hay néi cach khac, khdi chir nhat ba chiéu v6i chiéu cao hai 16p va day 1a mot

té bao. Bang cach nay ta duoc cac té bao 1a biéu d6 Karnaugh cua tich p thira sé

(1< p <5)latir don. Té bao twong tmg s& c6 2°7 6. Phuong phap biéu d6 Karnaugh
dé tim cong thirc da thirc toi tiéu hoan toan twong ty trudng hop 4 bién.

Trong trudng hop ham 6 bién ta sir dung bdn 16p 16 6 thay vi hai 16p. Cac 16p ké
tur trén Xuéng bay gioung voi v=1, w=0; v=1, w=1;v=0, w=1; v=0, w= 0.
Phuong phép tim cong thirc da thirc tdi tiéu cling twong tu nhung hinh v& phic tap
hon. Do d6 dbi v6i trudng hop nay hay trudng hop nhiéu bién hon ta s& dung phuong
phap khac.
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TIEU KET CHUONG 4
A. Hé thong néi dung trong tam
Noi dung chuong nay bao gém: Nhitng khai niém co ban cta dai s Boole nhu
dinh nghia, tinh chat, cac vi dy minh hga. Khai ni¢m vé ham Boole, bai toan nham to1
vu hoa cong thirc ham Boole. Phuong phap biéu do Karnaugh gdm cac thuat toan tim
cong thie da thire tdi tiéu ctia ham Boole c¢6 ba hodc bon bién.
B. N0§i dung théo ludn — nhiém vu hoc tap
1. Thé nao 1a dai s6 Boole. Cho vi du.
2. Thé nao 1a ham Boole. Cho vi du.
3. Phuong phap biéu d6 Karnaugh ba bién. Cho vi du.
4. Phuong phap biéu dd Karnaugh bdn bién. Cho vi du.
C. Bai tap chuong
4.1. Chimg minh rang trong mot dai s6 Boole A thi phan bu ctia mot phan tir 1a duy
nhét.
4.2. Trong mot dai s6 Boole hiy tim phan bu cuia:
a.(I;/\c)v(C/\d) b. (b/\;)v(I;Aa)v(a/\c)
4.3. A 1a mot dai s6 Boole, a € 6. Tap hop tat ca phan tir troi boi a ¢6 1a mot dai s6
Boole khong?
4.4. Goi U

210

1a tap hop cac ude duong cua 210. Trong U, ta dinh nghia cac phép

toan A,v, nhusau: Vi moi x, y thuge U, thi
zvy=BSCNN (:p, y) (boi s6 chung nho nhat)
xAy=USCLN (IB, y) (uéc s6 chung 16n nhit)

- 210
r=—
T

Ching minh rang U,,,1a mot dai s6 Boole.

4.5. Xétanh xa: ¢ :U, = — P(a, b, c, d) sao cho

210

0(2) ={a}. 0(3) = {1} (5) = e} o(7) = {4}.

Tim anh cua 35, 70, 42 dé @ 1la mot déng cau dai s6 Boole.
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4.6. C6 bao nhiéu ding céu khéc nhau tir U, 1én P(a,b,c,d).

4.7. Gia st B 1a mét dai s6 Boole va A 1a mot tp hop khic @. Véi f, ge B”, dinh
nghia:

veed:(fvg)(z)=f(z)vy(z)

veed:(frg)(z)=F(z)rg(z)

Voed:f(z)=f(x)

Chung minh rang B* 13 mot dai s6 Boole véi cac phép toan trén.

4.8. Gia sir A, B1a hai dai s6 Boole. Trén A x B, dinh nghia:
(m.0)Aat) = (220 1)

(z.y)v(2t)=(zvzyvi)

(129) = ()

Chtng minh rang A x B 1a mot dai s6 Boole véi cac phép toan trén.

4.9. Trén dai s6 Boole A dinh nghia phép toan
a@bz(aAl;)v(;/\b)
a. Chtng minh rang phép toan trén thoa:

(a@b)@c=a@(b@c)

a®b=bDa
a®0=a
a®@a=0

a/\(b@c) =(a/\b)@(a/\c)
b. Nguoc lai néu ® 1a mot phép toan trén A thoa cac diéu kién trén thi
a®b= (a/\l_v)v(;/\b) duoc thoa.

4.10. Tap hop U

175 » C4C uGc duong cua 1728 ¢6 1a mot dai s6 Boole khong? Co cac

phép toan nao khac dé U trd thanh dai s6 Boole?

1728
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4.11. Tim gia tri ciia cac ham Boole duéi day khi cac bién z, Y, Zva tl?iy giatril, 1,

0vao:
a.@vgg b.tv;y
c.txv&vyz d. tx vy v yz

€. (txv y;)v t;v(tv y)(;v y)

4.12. Tim tat ca cac gia tri ciia y va z dé cac biéu thirc dudi day ludn lay gia tri 1 va
biét rang z= 1.

A TVIYVZ b. zy v z

C. XYV 12 d zyvz

4.13. Tim tir toi tiéu theo bdn bién =, Yy 2 ¢ biét rﬁng no léy gia tri 1 tai:

a.rx=t=0,y=2z=1 b.xz=y=1,2=t=0

cr=y=2=1,1t=0 dz=y=2=t=0

4.14. C6 bao nhiéu ham Boole sau bién lay gia tri 1 tai cac diém c6 dung hai thanh
phan co gia tri 1 (tai cac diém khac ham Boole c6 thé bang 0 hay 1).

4.15. C6 bao nhiéu ham Boole sau bién 13y gia tri 1 tai cac diém c6 it nhit hai thanh
phan c6 gia tri 1 (tai cac diém khac ham Boole c6 thé bang 0 hay 1).

4.16. C6 bao nhiéu ham Boole sau bién khong phu thudc bién tht nhat. C6 bao

nhiéu ham khong phuy thudc ba bién dau tién.
4.17. Tim céc ham Boole theo hai bién sao cho: f(z,y) = f(y.).
4.18. Xac dinh tat ca cac ham Boole theo ba bién sao cho: f (x, Y, z) =f (y, z, x) .

4.19. Xac dinh cac ham Boole theo ba bién biét rang n6 khong thay doi gia tri néu ta
hoan vi hai bién bat ki.

4.20. a. Chtg minh rang moi ham Boole ftheo n bién déu dugc viét dudi dang:
f(xl,:z:Q, ...,:z:n) = [xf(l, T,y T,y T, )} v [xlf(O, :cg,:zzg,...:z:n)}
b. Stir dung hé thuc trén dé xay dung mot thé song anh gitta F x F vao F . Ap
dung dé tim lai sb phén trcua F.
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